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1 緒言

マグネシウムは密度が鉄の約 4分の 1,アルミニウムの約 3分の 2と実用金属の中

で最も軽い．また比強度も高く，地球上に豊富に存在し，リサイクル性を持つこと

から優れた金属材料であると考えられている．そのためマグネシウムは人体へのイ

ンプラント (1)や輸送機器 (2)などの様々な分野での利用法が考えられてきた．特に輸

送機器の分野においては，金属資源の枯渇や地球温暖化問題が深刻化しており，輸

送機器の軽量化・金属部品のリサイクル性の観点から，マグネシウムが注目を集めて

いる．少量の遷移金属 (Zn)と希土類金属 (Y)を付加することで LPSO(Long-Period

Stacking Ordered)構造 (3)と呼ばれる積層構造を持った新しいマグネシウム合金も

開発され，その構造安定性や変形メカニズムが盛んに研究されている．したがって

マグネシウムの特性を把握するために様々な検討がされてきた．原子シミュレーショ

ンを用いた研究では，単結晶中のボイド成長 (4)を検討した例があり，ボイド付近の

塑性変形に影響されてボイド成長が試料のサイズと結晶軸方向に強く依存すること

が明らかになっている．変形双晶のメカニズムの検討 (5)ではすべり面と双晶の関係

が報告されている. くり返し変形下のき裂進展挙動 (6)を検討した研究では，き裂伝

播は結晶軸方向に依存することを報告している．また，LPSO構造の変形挙動 (7)に

ついては，fcc構造層が双晶変形を抑制するために底面すべりを生じることなどが明

らかにされている．

我々の研究グループでは局所変形抵抗を表す物理量である原子弾性剛性係数 (Atomic

Elastic Stiffness, AES) の正値性に着目し，それに基づいて局所変形の開始を統一的

に議論する研究を展開してきた (8)．本論文では LiuらのEAMポテンシャル (9)を用

いて hcpマグネシウムのモード型き裂の分子動力学シミュレーションを行うととも

に，AESの正値性の観点からき裂挙動を議論する．
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2 解析手法

2.1 分子動力学法

分子動力学法 (molecular dynamics method，略してMD法)は，系を構成する各

粒子についてニュートンの運動方程式

mαd
2rα

dt2
= F α (2.1)

をたて，これを数値積分することにより粒子の軌跡を求める方法である．ここで，

mα，rαはそれぞれ原子 αの質量および位置ベクトルである．原子 αに作用する力

F αは，系のポテンシャルエネルギー Etotの各位置における空間勾配として次式に

より求められる．

F α = −∂Etot

∂rα
(2.2)

式 (2.1)の数値積分には，Verletの方法，予測子–修正子法等がよく用いられる．本

研究では，以下に示すVerletの方法を用いた．

時刻 t+∆tと t−∆tでの粒子αの位置ベクトル rα (t±∆t) をTaylor展開すると，

rα (t+∆t) = rα (t) + ∆t
drα (t)

dt
+

(∆t)2

2

d2rα (t)

dt2
+O

(
(∆t)3

)
(2.3)

rα (t−∆t) = rα (t)−∆t
drα (t)

dt
+

(∆t)2

2

d2rα (t)

dt2
+O

(
(∆t)3

)
(2.4)

となる．ここで，vαを時刻 tにおける原子 αの速度とすると，

drα

dt
= vα (t) (2.5)

であり，式 (2.1)と式 (2.5)を式 (2.3)と式 (2.4)に代入すると，

rα (t+∆t) = rα (t) + ∆tvα (t) +
(∆t)2

2

F α (t)

mα
+O

(
(∆t)3

)
(2.6)

rα (t−∆t) = rα (t)−∆tvα (t) +
(∆t)2

2

F α (t)

mα
+O

(
(∆t)3

)
(2.7)
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となる．両式の和と差をとると，

rα (t+∆t) + rα (t−∆t) = 2rα (t) + (∆t)2
F α (t)

mα
+O

(
(∆t)4

)
(2.8)

rα (t+∆t)− rα (t−∆t) = 2∆tvα (t) +O
(
(∆t)3

)
(2.9)

が得られる．∆t3以上の高事項を省略すると，時刻 t +∆tでの位置ベクトルと tで

の速度は

rα (t+∆t) = 2rα (t)− rα (t−∆t) + (∆t)2
F α (t)

mα
(2.10)

vα (t) =
1

2∆t
{rα (t+∆t)− rα (t−∆t)} (2.11)

と求められる．t+∆tでの座標を求めるには 2つの時刻 tと t−∆tでの座標が必要

である．第一ステップの計算 (t = 0)では，t = ∆tでの座標 rα (∆t)は式 (2.6)と初

速度から得ることができる．

2.2 原子間ポテンシャル

式 (2.2)で示したように，原子 αに作用する力 F αは系のエネルギー Etotをポテ

ンシャルとして決定される．したがって，系のポテンシャルエネルギーEtotをいか

に精度よく評価するかが重要となる．量子力学に基づき，電子や原子核のハミルト

ニアンから系のポテンシャルエネルギーを精密に求めて原子の運動を追跡する第一

原理分子動力学法も試みられているが，計算量が極めて膨大になるため，ごく少数

の原子しか扱うことができず，変形・破壊のような多数の原子の動的挙動への直接

的な適用は困難である．そこで，原子間相互作用を簡略評価する原子間ポテンシャ

ルが通常用いられる．

2.2.1 EAMポテンシャル

EAMは金属中の多体効果を良好に再現することから広く用いられている．密度

汎関数理論に基づき，まず金属材料における系のポテンシャルエネルギーEtotは原
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子を価電子雲中に埋め込むエネルギーと原子間の 2体間相互作用の和で与えられる

とする．さらに，埋め込みエネルギーは埋め込む位置の電子密度にのみ依存すると

仮定することによって，系全体のエネルギーは次式のように表わされる．

Etot =
N∑
α

F (ρα) +
1

2

N∑
α

N∑
β( ̸=α)

V (rαβ) (2.12)

ここで，ραは原子 αの位置における多体効果を考慮する密度を表し，F (ρα)は密度

ραの位置に原子を埋め込むエネルギー，V (rαβ)は距離 rαβ離れた原子αと βのクー

ロン相互作用である．密度 ραは周囲の原子 βからの寄与 ϕ(rαβ)の重ね合わせで与

えられると仮定し

ρα =
neighbor∑
β( ̸=α)

ϕ(rαβ) (2.13)

で評価する．本解析ではLiuとAdamsが hcp構造のMgに対し弾性定数，格子定数，

原子エネルギー等へのフィッティングを行ったEAMポテンシャルを使用する (9)．こ

こでの二体間ポテンシャル V (rαβ)，二体間関数 ρα，埋め込み関数F (ρα)はすべてス

プラインデータで与えられており，数式としては与えられていない．本研究におい

てはそのスプラインデータを用いて 3次のスプライン関数として使用している．

2.3 高速化手法

原子数N の系において粒子間の全相互作用を評価すると，1stepにN × (N − 1)

回の計算が必要となり，N が大きくなると極めて膨大な計算量となる．実際には，

一定距離以上離れた粒子は影響を及ぼさないので，作用を及ぼす範囲 (カットオフ

半径 rc)内の粒子からの寄与を効率よく計算することにより高速化できる．従来よ

く用いられてきた高速化手法に粒子登録法がある．これは，図 2.1に示したように，

rcよりひとまわり大きい半径 rfc内の粒子をメモリーに記憶し，その中で rc内の相

互作用を評価する方法であり，N × (rc内粒子数≪ N − 1) 計算負荷が減少される．
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しかし，粒子登録法では rfc半径より外の粒子が rc内に達すると力の評価が適切で

なくなるので，一定のステップ毎に登録粒子の更新 (N × (N − 1)回の探査)を行わ

なければならない．このため，系がある程度の規模以上になると，粒子登録による

高速化は登録更新の計算負荷により打ち消される．

Fig. 2.1 Schematic of bookkeeping method.
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別の高速化手法としてブロック分割法がある．図 2.2に示すように，シミュレー

トする系をカットオフ距離程度の格子状に分割し，各ブロックに属する粒子をメモ

リーに記憶する．着目している粒子に作用する力を評価する際には，図 2.2に示すよ

うに，その粒子が属するブロックおよび隣接するブロックから相互作用する粒子を

探索して行う．粒子が属するブロックは，粒子の位置座標をブロックの辺長 bx，by

で除した際の整数により判断できるので，ブロック登録時の計算負荷は粒子数N の

オーダーとなる．したがって，粒子登録法では登録更新の負荷が大きくなるような

大規模な系でも高速化が可能である．本研究はブロック分割による高速化を採用し

ている．

Fig. 2.2 Schematic of domain decomposition method.
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2.4 速度スケーリング法

分子動力学解析における温度制御には一般的には速度スケーリング法が用いられ

る．以下にその説明を記す．温度Tは，統計熱力学より導かれる次式で表される．

1

2
mαvαi v

α
i =

3

2
kBT (2.14)

ここでmα は粒子 αの質量，vαi は 温度 Tでの粒子 αの速度の i方向成分，kB は

Boltzmann定数=1.38× 10−23[J/K]である．目標の温度 T0 における原子 α の速度

を vαi0 とおくと vαi0 は式 (2.15)のように表される．

vαi0 =

(
3kBT0

mα

)0.5

(2.15)

同様に，温度 T の時の原子 α の速度は式 (2.16) のように表される．

vαi =

(
3kBT

mα

)0.5

(2.16)

式 (2.15)と式 (2.16)より以下の式が得られる．

vαi0
vαi

=
(
T0

T

)0.5

(2.17)

系の温度を T から T0 にするには，式 (2.17)の右辺を現在の速度に掛けてやればよ

い．式 (2.10)を変形させるとVerlet法における式は

rα(t+∆t)− rα(t)

∆t
=

rα(t)− rα(t−∆t)

∆t
+

F α(t)

mα
∆t (2.18)

vα(t+∆t) = vα(t) +
F α(t)

mα
∆t (2.19)

とみなせるので，

rα(t+∆t) = rα(t) +

√
T0

T

{
rα(t)− rα(t−∆t) +

F α(t)

mα
∆t2

}
(2.20)
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とする．平衡状態では，能勢の方法など外部との熱のやりとりをする変数を考慮し

た拡張系の分子動力学法によって得られるカノニカルアンサンブルに一致すること

が示されている．

2.5 原子弾性剛性係数

2.5.1 弾性剛性係数と格子不安定性

応力 σij および弾性係数 Cijkl は，等温過程では

σij =
1

V

(
∂F

∂ηij

)
, Cijkl =

1

V

(
∂2F

∂ηij∂ηkl

)
(2.21)

と定義される．ここで，F はHelmholtzの自由エネルギー (断熱過程では内部エネル

ギーU)，V は結晶の体積，ηijは平衡状態 (無負荷とは限らない) からの仮想的な微

小ひずみである．一方，無負荷平衡状態を基準とするひずみ εijと応力 σijの関係は，

2つの平衡状態間の変形を考えて導出される次の弾性剛性係数によって表される．

Bijkl ≡
(
∆σij

∆εkl

)
= Cijkl + (σilδjk + σjlδik + σikδjl + σjkδil − 2σijδkl)/2 (2.22)

ここで，δij はクロネッカーのデルタである．Bijklは非線形弾性における応力-ひず

み関係の勾配を表すことから，Wang, Yipらは，ひずみの対称性を考慮したテンソ

ルBsym
ijkl ≡ (Bijkl +Blkji)/2の正値性によって結晶の安定性を評価することを提案し

ている．Bijklの最小固有値が負であれば，対応するひずみに対して応力が負になる

自発的変形モードが存在することになり，不安定と解釈できる．

2.5.2 原子応力

簡単のため，結晶の内部エネルギー U が系全体のポテンシャルエネルギー Etot に

等しいとする．このとき，応力は平衡状態からの微小ひずみ η に対するポテンシャ
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ルエネルギーの単位体積当たりの変化として与えられる．

σij =
1

V

∂Etot

∂ηij
(2.23)

ここで，V は平衡状態における系の体積であり，下付添字のローマ文字はテンソル

のデカルト座標成分を表す．(2.23)式の微分を求めるため，平衡状態からの仮想的

な均一変形を考える．結晶内の原子 α の位置ベクトルは仮想変形のヤコビ行列 J

によって

rα = Jr̄α (2.24)

と変化する．ここで，「¯」は仮想ひずみによる変形前の値を示す．これより，原子

α と 原子 β の間の距離 rαβ には

(rαβ)2 = r̄αβi Gij r̄
αβ
j (2.25)

なる関係が成立する．ただし，Gij = JkiJkj である．仮想変形の Lagrangeひずみテ

ンソル ηij は

ηij =
1

2

[
Gij − δij

]
(2.26)

であり，その微小量

dηij =
1

2
dGij (2.27)

と式 (2.25)の関係から次の関係が得られる．

∂rαβ

∂ηij
=

r̄αβi r̄αβj
rαβ

(2.28)

これより EAMポテンシャルにおける応力は次式で評価される．

σij =
1

V

∂Etot

∂ηij
=

1

V

(
1

2

N∑
α

N∑
β(̸=α)

∂rαβ

∂ηij

∂Etot

∂rαβ

)

=
1

V

N∑
α

N∑
β(̸=α)

(
F ′(ρα)ρ′(rαβ) +

1

2
ϕ′(rαβ)

)rαβi rαβj
rαβ
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ここで，各原子位置における原子応力を

σα
ij =

1

V/N

N∑
β(̸=α)

(
F ′(ρα)ρ′(rαβ) +

1

2
ϕ′(rαβ)

)rαβi rαβj
rαβ

(2.29)

と定義すると，系の応力は

σij =
1

N

N∑
α

σα
ij (2.30)

となる．

2.5.3 原子弾性係数

弾性係数も応力と同様に U ≈ Etot の場合には

Cijkl =
1

V

∂2Etot

∂ηij∂ηkl
(2.31)

であるので，平衡状態からの仮想均一変形を考えると EAMポテンシャルにおける

弾性係数は以下のようになる．

Cijkl =
1

2V

N∑
α

N∑
β(̸=α)

∂rαβ

∂ηkl

∂

∂rαβ

( N∑
α

N∑
γ(̸=α)

{F ′(ρα)ρ′(rαγ) +
1

2
ϕ′(rαγ)}

rαγi rαγj
rαγ

)

=
1

V

[ N∑
α

N∑
β(̸=α)

F ′(ρα)
(
ρ′′(rαβ)− ρ′(rαβ)

rαβ

)rαβi rαβj rαβk rαβl
(rαβ)2

+
N∑
α

F ′′(ρα)
{ N∑
β(̸=α)

ρ′(rαβ)
rαβi rαβj
rαβ

}{ N∑
γ(̸=α)

ρ′(rαγ)
rαγk rαγl
rαγ

}

+
1

2

N∑
α

N∑
β(̸=α)

{
ϕ′′(rαβ)− ϕ′(rαβ)

rαβ

}rαβi rαβj rαβk rαβl
(rαβ)2

]
(2.32)

応力と同様に，各原子位置における原子弾性係数を以下のように定義する．

Cα
ijkl =

1

V/N

[ N∑
β( ̸=α)

F ′(ρα)
(
ρ′′(rαβ)− ρ′(rαβ)

rαβ

)rαβi rαβj rαβk rαβl
(rαβ)2

+ F ′′(ρα)
{ N∑
β(̸=α)

ρ′(rαβ)
rαβi rαβj
rαβ

}{ N∑
γ( ̸=α)

ρ′(rαγ)
rαγk rαγl
rαγ

}

+
1

2

N∑
β(̸=α)

{
ϕ′′(rαβ)− ϕ′(rαβ)

rαβ

}rαβi rαβj rαβk rαβl
(rαβ)2

]
(2.33)
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系の弾性係数は

Cijkl =
1

N

N∑
α

Cα
ijkl (2.34)

のように原子弾性係数の平均となる．

2.5.4 原子弾性剛性係数

以上で定義した原子応力，弾性係数から，原子弾性剛性係数は以下で評価できる．

Bα
ijkl = Cα

ijkl + (σα
ilδjk + σα

jlδik + σα
ikδjl + σα

jkδil − 2σα
ijδkl)/2 (2.35)

Wangらによる提案に従い，Voigt対称性をもたせたBα sym
ijkl ≡ (Bα

ijkl +Bα
lkji)/2 を用

いて安定性評価を行う．なお，ここでの i～lは直交座標の指標 (1,2,3)もしくは (x，

y，z)であり，Bα
ijklは 4階のテンソルであるが，Voigt対称性を持たせた場合，弾性

係数テンソルと同じく独立な成分は 21個となり，xx，yy，zz，yz，zx，xyを 1-6と

するVoigt表記を用いれば 6× 6のマトリックスとしてBα
ij と表すことができる．そ

の場合の式 (2.35)の対応を表 2.1 に示す．

Table 2.1 6× 6 matrix of Bij

C11 + σ1 C12 − σ1+σ2

2
C13 − σ1+σ3

2
C14 − σ4

2
C15 +

σ5

2
C16 +

σ6

2

C22 + σ2 C23 − σ2+σ3

2
C24 +

σ4

2
C25 − σ5

2
C26 +

σ6

2

C33 + σ3 C34 +
σ4

2
C35 +

σ5

2
C36 − σ6

2

C44 +
σ2+σ3

2
C45 +

σ6

2
C46 +

σ5

2

C55 +
σ3+σ1

2
C56 +

σ4

2

sym. C66 +
σ1+σ2

2

11



3 シミュレーション方法

図 3.1に示すように，平板状の周期セル中央に貫通き裂を配置した系を対象とす

る．系の大きさは 132a× 82
√
3a× 4.869a　 (aはマグネシウムの格子長さ 3.206 nm，

c/a = 1.623)，原子数は 15万である．き裂幅は 0.3lx (lxは方向セル長さ)，き裂先端

の曲率半径はグリフィスき裂の条件を満たすようにしている．温度 0.1Kで垂直応力

が 0となるように 10000fsの緩和計算を行った後，き裂垂直方向に引張ひずみを毎

ステップ 1.0× 10−6増加させて引張シミュレーションを行った．き裂貫通方向，進

展方向のセル寸法は固定している．応力‐ひずみ曲線を求めるとともに， 1000fs毎

に記録した原子配置データから各原子位置におけるBα
ij およびBα

ijεj = ηαεiの 6つ

の固有値 ηα(k)を求めた．

 z[0110]

y[0001]

x[1000]

L
y

Lx Lz

2c=0.3Lx

Fig. 3.1 Simulation cell
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4 シミュレーション結果および考察

引張シミュレーションで得られた応力‐ひずみ線図を図 4.1に示す．また，ひず

み εyy = 0.08までの変化を拡大したものを図 4.2に示す．ひずみ εyy = 0.04近傍ま

ではほぼ線形に上昇しているが，その後応力上昇が鈍化し，ひずみ εyy = 0.22近傍

で最大応力 σ = 3.5GPaを示した後急減した．図 4.2をみると，ひずみ εyy = 0.14

近傍でごくわずかではあるが下向きに凸となっており，構造変化を生じていること

が示唆される．ひずみ εyy = 0.6までの変形の様子を図 4.3,図 4.4に示す．変形は

(a) → (b) → (c) → (d) → (e) → (f) → (g) → (h)の順に進んでいく．図 4.3の (b)

のき裂形状の変化から塑性変形が始まっていることが確認できる．すなわち図 4.2の

鈍化点 (応力‐ひずみに非線形性が現れる点 )が塑性変形の開始点である．(c) → (d)

ではき裂形状が大きく変わっている．応力‐ひずみ曲線が下に凸となった点が (d)に

対応しており，後述のように相変態な構造変化が周期き裂をつなぐように (X状に)

生じたものと考える．応力‐ひずみのピーク点 (図 (e))では相変態の交差部からボ

イドが発生し，それが成長して破断した．
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Fig. 4.1 Stress-strain curve

Fig. 4.2 Magnification of Fig.4.1
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(a) �yy=0.013 (b)�yy＝0.04

(c)�yy＝0.051 (d)�yy＝0.14

Fig. 4.3 Snapshots of atoms colored by potential energy (εyy = 0.013～0.107)
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(e)�yy＝0.22 (f)�yy＝0.35

(g)�yy＝0.47 (h)�yy＝0.6

Fig. 4.4 Snapshots of atoms colored by potential energy (εyy = 0.22～0.6)
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detBα
ijおよびBα

ijの固有値 ηα(1)，ηα(2)が負になった原子数の変化を図 4.5に示す．

また，ひずみ εyy = 0.08までの変化を拡大して図 4.6に示した．ひずみ εyy = 0.04近

傍から detBα
ij，ηα(1)が負の原子が急増し，ひずみ εyy = 0.051で最大となっている．

後述するようにこの不安定原子の急増は相変態の臨界点に対応するものと考えられ

る．ηα(2)が負の原子はひずみ εyy = 0.05以降に見られるが，これも相変態による局

所構造変化時に生じたものと考える．ηα(3)以上は負になった原子はほとんどみられ

なかった．detBα
ij = ηα(1)ηα(2)ηα(3)ηα(4)ηα(5)ηα(6) であり，ηα(3)以上はほとんどが常

に正であるので detBα
ij < 0と ηα(1) < 0の変化に差が生じるのは ηα(1), ηα(2)がともに

負のときだけである．

Fig. 4.5 Number of atoms with negative determinant/eigenvalue
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Fig. 4.6 Magnification of Fig.4.3
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図 4.7は，ηα(1) < 0となる原子が多く出現し始めたひずみ εyy = 0.013における

き裂近傍のスナップショットを，ηα(1) < 0の原子を赤く着色して示したものである．

ηα(1) < 0の原子はき裂先端にのみ存在している．図 4.8に，応力上昇が鈍化しはじ

めるひずみ εyy = 0.04におけるセルの全体のスナップショットを，同様に ηα(1) < 0

の原子を赤く着色して示す．右のき裂先端から右下方向に離れた位置に ηα(1)<0 の

原子が確認でき，転位射出によって応力鈍化したものと結論付けられる．図 4.9に

ηα(1) < 0の原子数が最大となったひずみ εyy = 0.051 におけるスナップショットを

示す．ηα(1) < 0の原子の分布はすべり方向が定まっておらず，相変態もしくはアモ

ルファス化のような様相を呈している．図 4.10に応力‐ひずみのピーク点における

detBα
ij < 0 の原子の分布を示す．detBα

ij < 0の原子は転位や積層欠陥などの欠陥部

分に見られるが，多結晶体のような分布となっており，周期き裂の中間点にすでに

ボイドを生じていたことがわかる．

Fig. 4.7 Distribution of ηα(1) < 0 atoms (red circles)， εyy = 0.013
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Fig. 4.8 Distribution of ηα(1) < 0 atoms (red circles)，εyy = 0.04

Fig. 4.9 Distribution of ηα(1) < 0 atoms (red circles)，εyy = 0.051
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Fig. 4.10 Distribution of　 detBα
ij < 0 atoms　 (red circles)，εyy = 0.22
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5 結言

原子弾性剛性係数 (Bα
ij)の正値性に基づいてマグネシウム中のモード I貫通き裂の

進展挙動を議論するため，薄板状周期セル中央に貫通き裂を有する単一き裂モデル

の引張シミュレーションを行い，Bα
ijの負の固有値等について検討した．得られた結

果をまとめて以下に記す．

1. き裂先端からの転位射出の後，周期き裂間を連結するように相変態的な変形を

生じてき裂形状が変化した．

2. 応力‐ひずみのピーク点では， 1の相変態交差部からボイドが発生して，それ

が成長・合体して破断した．

3. 応力‐ひずみは， 1の転位射出点で非線形性が現れており，1の相変態点でわ

ずかに下に凸の曲線を描いている．

4. Bα
ijの負の第一固有値 ηα(1)を持つ原子は，1の相変態の前に急増している．

5. 転位射出や相変態の考察は，ηα(1) < 0の原子の分布を確認したことで導かれた．
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