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要約
アモルファス合金設計の指標の 1つとすべく，過冷却液体状態の安定化のキーとな

る 20面体クラスターについて，第一原理計算により弾性係数CIJを求め，格子不安定

性ならびに電子状態を検討した．

まず，結晶との違い，ならびに周囲原子の有無による変化を検討するものとして，

Cu，Ni，Al，Zr，Tiそれぞれ単元素について孤立クラスター，クラスターが周期的に

並んだ準結晶，完全結晶の解析を行った．いずれの元素も完全結晶ではdetCIJは正値

となり，大小関係はNi＞Cu＞Ti＞Al＞ Zrであった．クラスターとした場合は，孤

立，準結晶のいずれもCu，Niが安定，Al，Zr，Tiは不安定となった．次に，孤立ク

ラスターの中心原子を各元素で置換し，合金化による安定性変化を検討した．Cu，Ni

を含むクラスターは，中心原子が Zrの場合，または外殻原子がAlのときだけ不安定

となり，他は安定であった．Alを外殻原子とするクラスターは全て不安定であったが，

不安定なTiクラスターの中心をAlにすると安定となった．最後に，クラスター中の元

素割合を変えたときの安定性変化を調べるために，Cuを中心とし，外殻原子の Zr原

子の割合を変えたCu-Zrクラスターの解析を行った．いずれのクラスターも detCIJは

正となり安定であったが，Zrの外殻原子を 1つだけCuとし，Cu-Cuボンドが中心－

外殻原子に 1つだけ存在するクラスターは detCIJ が他に比べ大きい値となった．
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SUMMARY

Toward a new design for amorphous alloys, we have evaluated the elastic coeffi-

cients, CIJ , of various icosahedral atomic clusters, which play an important role in

the stabilization of metallic supercooled liquid, and discussed the lattice stability and

electron structures based on the ab-initio molecular dynamics simulation. First, we

have analysed monatomic Cu, Ni, Al, Zr and Ti isolated icosahedrons, periodic ar-

ray of icosahedrons and perfect lattices in order to disucuss the inherent difference

between perfect lattice and icosahedron or the effect of surrounding atoms. All the

element show positive value and the magnitude relation is Ni＞ Cu＞ Ti＞Al＞ Zr.

For icosahedrons, both isolated and periodic array are stable with the element of Cu or

Ni, while they are unstable with Al, Zr and Ti. Then, the center atom of the isolated

icosahedrons is substituted with other element to discuss the stability change by alloy-

ing. Icosahedrons which contain Cu or Ni become unstable only if they have the center

atom of Zr or they have the outer shell of Al. The icosahedrons cannot be stable if they

have outer shell of Al element, however the center Al atom stabilizes the unstable Ti

icosahedron. Finally, we have increased the number of Cu atoms on the outer shell of

the icosahedron with the Cu center and Zr outer shell, to discuss the stability change

by the ratio of element. All the icosahedrons show positive detCIJ in any Cu-Zr ratio,

especially the icosahedron which has only single Cu atoms on the outer shell and also

has single Cu-Cu bond between the Cu center shows drastic increase in detCIJ by one

order.



目 次

1 緒 論 1

2 第一原理分子動力学法の概要 3

2.1 断熱近似と平均場近似 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 密度汎関数法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.3 局所密度近似 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.4 逆格子空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.5 ハミルトニアン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.6 系のエネルギー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.7 応力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.8 擬ポテンシャル法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.8.1 TM型擬ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.8.2 ウルトラソフト型擬ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.9 電子占有数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.10 FFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.11 電子系の最適化手法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 格子不安定性解析の概要 26

3.1 不安定条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2 応力と弾性係数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3 弾性係数による無負荷平衡点での格子不安定性評価 . . . . . . . . . . . 29

i



目 次 ii

4 単元系クラスターの安定性評価 31

4.1 解析方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.2 解析結果と考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2.1 孤立クラスターの安定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2.2 クラスター準結晶の安定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.2.3 原子間の結合距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.2.4 結合中の電子密度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.3 結言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5 中心置換二元系クラスターの安定性評価 49

5.1 解析方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.2 解析結果と考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2.1 中心置換クラスターの安定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2.2 主小行列式の値の変化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5.2.3 電子構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.3 結言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

6 元素割合を変えたクラスターの安定性評価 62

6.1 解析方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.2 解析結果と考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.2.1 元素割合とクラスターの安定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.2.2 電子構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.3 結言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

7 結 論 73

参考文献 75

謝 辞 80



第1章 緒 論

1960年に発見されたアモルファス金属は高強度，高耐食性，超伝導性などの優れた

物理的特性を持つため (1)，当初新材料としての利用が期待されていた．しかしながら，

溶融金属を急冷することで液体状態のランダム構造を凝固させて作製するため，バル

ク（塊）状のものを得るのは難しく，薄膜状のものに限られていた (2)．一方，凝固過

程において過冷却液体状態が安定化するために，比較的遅い冷却速度でもアモルファ

ス構造を保つ合金 (3)が発見された．これは従来のものと区別してバルク金属ガラスと

呼ばれ，構造材料としての適用が期待されている (4)．

アモルファス構造は，長周期的な構造を持たないランダム充填構造をしており，巨

視的には均一である．しかし，微視的にはランダムではなく，X線や中性子による構

造解析 (5)(6)(7)により，特有の短距離・中距離秩序を持つことが知られており，局所的

には不均一な構造をしている．また，RMC(逆モンテカルロ)シミュレーションにより

金属ガラス中の局所構造を特定することが可能になっており (8)，これらの局所構造が

アモルファス構造の安定性にどのように寄与するのか，盛んに研究されている．才田

らは，電子顕微鏡観察などにより，過冷却液体の安定性が異なる合金を比較し，安定

性が高い合金にのみ内部に 20面体クラスターが存在することを明らかにし，過冷却液

体の安定化には 20面体クラスターが特に強く関係していると指摘している (9)(10)．

一方，これらの局所構造が安定であればあるほど，金属ガラスは共有結合的な性質

となり，靭性が低下する．形成能と変形能という相反する性能を両立させた金属ガラ

スを試行錯誤的に見つけ出すことは，途方もない時間，労力そして費用を必要とする

であろう．そこで，シミュレーションによる合金予測・設計が期待されている．特に第

一原理計算は，密度汎関数理論に基づいてKohn-Sham方程式 (11)を解くことで，逐次

電子状態を計算する手法であり，電子論に基づいて非経験的に材料特性を予測できる

手法として注目されている．金属ガラス形成能を考える上で重要な溶解熱 (12)や，ガ

ラス形成能のメカニズムを明らかにするべく，原子間ポテンシャルを用いた簡便な分
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子動力学シミュレーションでアモルファス構造を作成した後，局所構造を抽出してそ

の電子構造を評価するといった検討 (13)(14)がされている．しかしながら，第一原理計

算では膨大な計算量を必要とするため，現時点ではアモルファス構造を直接扱うこと

は困難である．

本論文では，アモルファス構造に重要な 20面体クラスターの安定性ならびに力学特

性に焦点を当て，第一原理計算による格子不安定解析 (15)−(19)を行う．格子不安定解

析は，もともとは連続体の弾性限界を，内部の結晶格子のエネルギーバランスから求

めるもので，Bornの安定基準 (15)として知られているものである．第一原理計算では，

fcc，bccそして hcp等の結晶構造でのエネルギー最小値の大小で安定相状態の議論が

行われることが多いが，構造の壊れやすさとして，エネルギー曲線の 2次勾配に相当

する格子不安定性の評価が必要と考える．計算量の問題から，現時点では周囲に原子

が存在する中での 20面体クラスターの解析を行うことは不可能であるが，結晶構造と

の違いを比較することで，様々な合金の 20面体クラスターの力学特性に何らかの知見

を与えるものと考える．

本論文は本章を含め 7章で構成される．第 2章では，第一原理分子動力学法の基礎

理論，および，電子状態計算の高速化手法について説明する．第3章では，格子不安定

解析の概要と，弾性係数を用いた格子不安定性評価について述べる．第 4章では，Cu，

Ni，Al，Zr，Tiの単元素について，真空中の孤立クラスターとクラスター準結晶およ

び完全結晶の解析を行い，単元系クラスターの基本的特性を調べる．先述のようにク

ラスター周囲の原子を考慮するのは困難であるので，孤立クラスターと周期的に並ぶ

構造ではあるがまわりに他原子があるクラスター準結晶を比較し，その寄与を調べる．

第 5章では，各単元系クラスターの中心原子を置換した二元系クラスターを解析し，合

金化による安定性の変化を検討する．第 6章では，元素割合を変えたときの安定性の

変化を比較するために，実際に金属ガラスが得られている Zr70Cu30を想定し，Cuを

中心原子として外殻原子の元素割合を変えたクラスターについて検討する．第 7章で

は本研究で得られた結果を総括する．
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第2章 第一原理分子動力学法の概要

第一原理計算 (First principles calculation, Ab-initio calculation) とは，なんら実験

データを参照せずに，対象とする物質の電子状態を原子番号と原子核の空間的配置を

指定することのみで求めようとする解析手法である．実験で決めた原子間ポテンシャ

ルを用いないという意味で非経験的方法とも呼ばれる．そしてこの第一原理計算によっ

て得られる電子状態から，エネルギー，原子に働く力，セルに働く応力などの諸物理

量を高精度かつ定量的に求めることが可能となる．

第一原理計算は大きく分けて，計算するモデルのサイズによってバンド計算とクラ

スター計算に分類される．バンド計算は結晶の周期性を利用して波数ベクトル空間で

電子状態を解く方法である．それに対し，クラスター計算は有限サイズの原子集団の

電子状態を実空間で解く方法であり，例えば分子軌道法などが挙げられる．固体材料

の特性評価には主として前者のバンド計算が用いられる．

本章では，第一原理バンド計算手法として，局所密度汎関数法に基づく平面波基底

疑ポテンシャル法による第一原理計算手法について概説する．まず基礎として，一般

的に広く用いられているノルム保存型擬ポテンシャルを用いた場合の系のエネルギー

等の定式化について述べる．その後，本研究で用いたノルム非保存型を用いた場合の

定式化について述べる．最後に，電子状態計算の高速化手法についても述べる．

2.1 断熱近似と平均場近似

通常，我々が扱う系は多数の原子核と電子からなる集合体である．そして電子間，原

子核間，および電子と原子核との間の相互作用は多体問題であり，一般的に解くこと

ができない．このような複雑な問題を実際に解くことが可能な問題へと帰着するため

に，通常，以下の 2つの基本的な近似が導入される．
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(a)断熱近似

原子核は電子と比較すると非常に重く，電子よりもずっとゆっくりと運動する．この

ため，ある瞬間での原子配置に対して電子が速やかに基底状態をとると仮定すること

ができる．これを断熱近似 (Born-Oppenheimer近似)という．この近似により，原子

核は電子から見ると単なる外部のポテンシャル場とみなされ，原子系と電子系を独立

に扱うことができる．

(b)平均場近似

電子間相互の運動にはPauliの禁制による制約があり，またクーロン相互作用によって

互いに避けあいながら運動するため，多電子系の運動を厳密に取り扱うことはきわめ

て困難である．そこで，電子間の多体相互作用を一電子が感じる平均的な有効ポテン

シャルで置き換える．この近似を平均場近似といい，バンド計算では通常，密度汎関

数法が用いられる．

2.2 密度汎関数法

HohenbergとKohnは，外場ポテンシャル v(r)(原子核からの電場) 中における多電

子系 (N電子系)の基底状態の全エネルギーEtotが電子密度 ρ(r)の汎関数として

Etot[ρ] =
∫

v(r)ρ(r) dr + T [ρ]

+
1

2

∫∫ ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′ dr + E[ρ] (2.1)

と表せることを明らかにした (20)．右辺の各項はそれぞれ，原子核による電子のポテン

シャルエネルギー，相互作用する多電子系での電子の運動エネルギー，電子間クーロ

ン相互作用エネルギー，他の全ての電子間多体相互作用を表す交換相関エネルギーで

ある．このEtotを最小にする ρ(r)が基底状態での電子密度分布となる．

相互作用のない系での電子の状態を表す波動関数 (電子波動関数)をψiとし，その運

動エネルギー Tsを

Ts[ρ(r)] =
occ∑
i

< ψi| −
1

2
∇2|ψi > (2.2)

と書くと，式 (2.1)は

Etot[ρ] =
∫

v(r)ρ(r) dr + Ts[ρ]

4



+
1

2

∫∫ ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′ dr + Exc[ρ] (2.3)

Exc[ρ] = T [ρ] − Ts[ρ] + E[ρ] (2.4)

のように書ける．ここで，
∑occ

i は電子が占有している準位についての和をとることを

表す．Excは一電子近似のもとでの交換相関エネルギーであり，電子間相互作用を考慮

した電子の運動エネルギー T [ρ]から，相互作用のない電子の運動エネルギー Ts[ρ] を

分離することによって，電子間の複雑な相互作用を全てこの項に押し込めている．

電子密度に関する拘束条件
∫

ρ(r)dr = N のもとで式 (2.3)に変分原理を適用するこ

とにより，以下の一電子シュレディンガー方程式 (Kohn–Sham方程式)が得られる (11)．

[−1

2
∇2 + veff(r)]ψi(r) = εiψi(r) (2.5)

ここで， veff(r)は有効一電子ポテンシャルであり次式となる．

veff(r) = v(r) +
∫ ρ(r′)

|r′ − r|
dr′ +

δExc[ρ]

δρ
(2.6)

第 2項は電子間クーロン相互作用項，第 3項は交換相関項である．

電子密度分布 ρ(r)は (2.5)式の解から

ρ(r) =
occ∑
i

|ψi(r)|2 (2.7)

となる．

以上のようにして，多電子問題は式 (2.5)∼(2.7) を Self–Consistentに解く問題に帰

着される．

2.3 局所密度近似

Kohn-Sham方程式における，交換相関ポテンシャル ((2.6)式第 3項)には，多電子

系を一電子近似したことによる複雑な相互作用が押し込められており，その汎関数の

厳密な表現はわかっていない．そこで，電子密度の空間変化が十分緩やかであると仮

定して，外場ポテンシャルが一定である一様電子ガスの交換相関エネルギー密度 εxc を

用い，
Exc [ρ] =

∫
εxc (r) ρ (r) dr

µxc(r) =
δExc [ρ (r)]

δρ
= εxc(r) +

d

dρ
ρεxc(r)

 (2.8)
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として計算する．つまり，電子密度 ρ(r)の点 rにおける交換相関エネルギーを同じ

電子密度の一様電子ガス中のそれで代用する．これを局所密度近似 (Local Density

Approximation:LDA) という．

この εxc (r) の関数形についてはいくつか提案されている．以下にPerdewとZunger

の関数形 (21)を示す．

εxc (r) = εx + εc (2.9)

εx (r) = −0.4582

rs

(2.10)

εc (r) =

 − 0.1423

1 + 1.0529
√

rs + 0.3334rs

(rs >= 1)

−0.0480 + 0.0311 ln rs − 0.0116rs + 0.0020rs ln rs (rs <= 1)
(2.11)

ここで，

rs =

(
3

4π

1

ρ

) 1
3

(2.12)

である．交換相関ポテンシャル µxcは式 (2.8)より

µxc (r) = µx + µc (2.13)

µx (r) =
4

3
εx (2.14)

µc (r) =



−0.1423

[
1

1 + 1.0529
√

rs + 0.3334rs

+
rs

3(1 + 1.0529
√

rs + 0.3334rs)2

(
1 +

1.0529

0.6668rs

)]
(rs >= 1)

−0.0584 + 0.0311 ln rs − 0.0084rs + 0.00133rs ln rs (rs <= 1)

(2.15)

となる．

2.4 逆格子空間

第一原理バンド計算では，逆格子空間が用いられる．実空間における格子点の位置

ベクトルRが，基本並進ベクトル a1,a2,a3によって

R = n1a1 + n2a2 + n3a3 (n1, n2, n3は整数) (2.16)
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と表されるとすると，逆格子空間の基本並進ベクトル b1,b2,b3は

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · a2 × a3

b2 = 2π
a3 × a1

a1 · a2 × a3

b3 = 2π
a1 × a2

a1 · a2 × a3

(2.17)

と定義される．これらのベクトル b1,b2,b3によって表される

G = m1b1 + m2b2 + m3b3 (m1,m2,m3は整数) (2.18)

を位置ベクトルとする点の集合が逆格子であり，

G · R = 2π(m1n1 + m2n2 + m3n3) (2.19)

を満たす．結晶の並進対称性から，波動関数ψ(r)と ψ(r + R)は同じ固有値をとる関

数となり，

ψ(r + R) = λψ(r) (|λ| = 1) (2.20)

の関係を満たす．式 (2.20)はBlochの定理 (22)より

ψ(r + R) = exp(ik · R)ψ(r) (2.21)

のように表される．ここで，kは波数ベクトル

k =
h1

n1

b1 +
h2

n2

b2 +
h3

n3

b3 (h1, h2, h3は整数) (2.22)

である．式 (2.21)において，k → k + Gとしても (2.19)式より同様に成立する．した

がって，Gを全空間，つまりm1,m2,m3を全ての整数についてとれば，k点はG = 0

を中心とした Brillouinゾーン (逆格子点を中心に近接する逆格子点へのベクトルの垂

直二等分線面で囲まれた空間) に限ってよいことになる．以上より，平面波基底の第

一原理計算では，無限の原子数の固有値問題を系の周期性によりBrillouinゾーン内の

各 k点ごとの固有値問題に置き換えることができる．

2.5 ハミルトニアン

kベクトルについて n番目の固有値をもつ波動関数 ψkn(r)を平面波で展開し，

Ψkn (r) =
∑
G

Cn
k+G | k + G > (2.23)
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と表す．ここで，

|k + G >=
1

Ω
exp[i(k + G) · r] (2.24)

であり (Ωは全結晶体積)，規格直交条件

< k + G | k + G0 > =
1

Ω

∫
Ω

exp [−i (k + G) · r] exp [i (k + G0) · r] dr

=
1

Ω

∫
Ω

exp [i (G′ − G) · r] dr

= δGG′ (2.25)

を満たす．式 (2.23)中のΣGは無限個のGについての和を表すが，実際の計算では平

面波の運動エネルギー |k + G|2/2がある一定の値 Ecut 以下のものについてのみ計算

を行う．Ecutはカットオフエネルギーと呼ばれる．電子密度は

ρ (r) =
occ∑
n

BZ∑
k

fnfk |Ψkn (r)|2

=
∑
G

∑
G′

occ∑
n

BZ∑
k

fnfk
1

Ω
Cn∗

k+G′Cn
k+G exp [i (G − G′) · r] (2.26)

で与えられる．ただし fn, fkはそれぞれエネルギー準位 nの占有数，k点の重み付け

因子であり，
∑BZ

k はBrillouinゾーン内の k点についての和をとることを表す．

以上のように平面波を基底関数として波動関数を展開すると，Kohn–Sham方程式

(2.5)は次のように展開係数を固有ベクトルとする行列固有値問題となる．

∑
G′

< k + G| − 1

2
∇2 + veff |k + G′ > Cn

k+G′ = εkn

∑
G′

< k + G|k + G′ > Cn
k+G′

=⇒
∑
G′

Hk+G,k+G′Cn
k+G′ = εknC

n
k+G (2.27)

以下にハミルトニアン行列要素Hk+G,k+G′ =< k + G| − 1
2
∇2 + veff |k + G′ > の具体的

な表現を示す. なお，各項の式変換において，

< k + G|f(r)|k + G′ > =
1

Ω

∫
Ω

f(r) exp[−iG · r] exp[iG′ · r]dr

=
1

Ω

∫
Ω

f(r) exp[−i(G − G′) · r]dr

= f(G − G′) (2.28)

を用いる．
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(a) 運動エネルギーの項

運動エネルギーの項は

< k + G | − 1

2
∇2 | k + G0 >=

1

2
|k + G|2 δGG′ (2.29)

となる．

一方，式 (2.6)に示したように veff は原子核からのクーロン相互作用項 (v)，電子間

クーロン相互作用項 (Vcoul)，交換相関項 (µxc) からなる．平面波基底バンド計算では

結晶結合に重要な役割を果たす価電子のバンド構造を効率的に計算するため，原子核

からのクーロン項のかわりに内殻電子と原子核を正電荷をもったひとつのポテンシャ

ルとして扱う擬ポテンシャル法が用いられることが多い．擬ポテンシャル法を用いる

ことにより，膨大な平面波数を必要とする内殻電子の波動関数を直接扱うことなく価

電子状態を正確に表すことができる (23)(24)．擬ポテンシャルは 2.8節で後述するよう

に，電子の角運動量に依存しない局所擬ポテンシャル V PP
loc,lと，依存する非局所擬ポテ

ンシャル V PP
nlocからなり，次式で表される．

V PP
l (r − Ra) P̂l = V PP

loc (r − Ra) + V PP
nloc,l (r − Ra) P̂l (2.30)

ここで，P̂lは角運動量 lへの射影演算子，Raは原子核の座標である．

(b) 局所項

局所擬ポテンシャルの行列要素は，

< k + G |V PP
loc (r) | k + G0 >

=
1

Ω

∫
Ω

V PP
loc (r) exp [−i(k + G) · r] exp [i(k + G′) · r] dr

= V PP
loc (G − G′) (2.31)

である．結晶全体の局所擬ポテンシャルは格子周期関数であり，周期セル内の原子 a

からの距離 rに対する局所擬ポテンシャル V PP,loc
a (r)を用いて

V PP
loc (r) =

∑
R

∑
ra

V PP,loc
a (|r − ra − R|) (2.32)

と表せることから，V PP
loc (G)は以下より与えられる．

V PP
loc (G) =

1

Ωat

∑
a

exp[−iG · ra]V
PP,loc
a (G),

9



V PP,loc
a (G) =

∫
V PP,loc

a (r) exp[−iG · r]dr

= 2π
∫

V PP,loc
a (r) exp[−i|G|r cos ω]r2 sin ωdrdω

=
4π

|G|

∫
V PP,loc

a (r)r sin(|G|r)dr (2.33)

ここで，Ωatは周期セルの体積，raはセル内の原子 aの位置ベクトル，Rはセルの位

置ベクトル，ωはGと rの間のなす角度である．

(c)非局所項

非局所項の行列要素は，角運動量 lをもつ電子に対する原子 aからの非局所擬ポテ

ンシャル V PP,nloc
a,l (r)により，

< k + G|V PP
nloc(r)|k + G′ > =

1

Ωat

∑
a

exp[−i(G − G′) · ra]V
PP,nloc
a (k + G, k + G′)

= V PP
nloc(k + G,k + G′) (2.34)

V PP,loc
a (k + G,k + G′)

= 4π
∑

l

(2l + 1)Pl(cos ω)
∫

V PP,nloc
a,l (r)jl(|k + G|r)jl(|k + G′|r)r2dr

(2.35)

となる (25)．ここで，Plは Legendre多項式，jlは球Bessel関数であり，ωは k + Gと

k + G′との間の角度である．

(d)クーロンポテンシャルの項

電子密度分布 ρ(r)も格子周期関数であるのでフーリエ級数展開でき，

ρ(r) =
∑
G

ρ(G) exp[iG · r] (2.36)

ρ(G) =
1

Ω

∫
ρ(r) exp[−iG · r] (2.37)

となる．したがって，電子間クーロン項はPoisson方程式 ∇2Vcoul(r) = −4πρ(r)より，

∇2Vcoul(r) = −4π
∑
G

ρ(G) exp[iG · r] (2.38)

となる．これを解いて，

Vcoul(r) = 4π
∑
G

ρ(G)

|G|2
exp[iG · r] (2.39)
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が得られる．これより，Vcoul(r)のフーリエ成分は

Vcoul(G) =
1

Ω

∫
Ω

Vcoul(r) exp[−iG · r]dr

=
1

Ω

∫
Ω

4π
∑
G′

ρ(G′)

|G′|2
exp[iG′ · r] exp[−iG · r]dr

= 4π
∑
G′

ρ(G′)

|G′|2
∫
Ω

1

Ω
exp[i(G − G′) · r]dr

= 4π
ρ(G)

|G|2
(2.40)

であるから，電子間クーロン相互作用項のハミルトニアン行列要素は

< k + G |Vcoul (r) | k + G0 > =
1

Ω

∫
Ω

Vcoul (r) exp [−iG · r] exp [iG′ · r] dr

=
1

Ω

∫
Ω

Vcoul (r) exp [−i (G − G′) · r] dr

= Vcoul (G − G′) (2.41)

となる．

(e)交換相関ポテンシャルの項

交換相関項 µxc(r)も同様にフーリエ展開すると，

µxc (r) =
∑
G

µxc (G) exp [iG · r] (2.42)

µxc (G) =
1

Ω

∫
µxc (r) exp [−iG · r] dr (2.43)

となる．したがってハミルトニアン行列要素は (2.41)式と同様に

< k + G |µxc (r) | k + G0 > =
1

Ω

∫
Ω

µxc (r) exp [−iG · r] exp [iG′ · r] dr

=
1

Ω

∫
Ω

µxc (r) exp [−i (G − G′) · r] dr

= µxc (G − G′)

となる．

以上により，ハミルトニアン行列要素は，

Hk+G,k+G′ =
1

2
|k + G|2 δGG′ + V PP

loc (G − G′) + V PP
nloc (k + G,k + G0)

+Vcoul (G − G′) + µxc (G − G′) (2.44)

と逆空間での表式となる．
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2.6 系のエネルギー

全エネルギー Etot は，核（イオン）間相互作用エネルギーEEwaldを加えて，

Etot =
BZ∑
k

occ∑
n

εkn − 1

2

∫
Vcoul (r) ρ (r) dr +

∫
{εxc (r) − µxc (r)} ρ (r) dr + EEwald

(2.45)

と表される．εkn は式 (2.27) の固有値であり，EEwald は核間相互作用エネルギー（イ

オン間静電ポテンシャルエネルギー）を Ewald の方法 (26)によって表したもので，

EEwald =
1

2

∑
a

∑
a′

Za
vZa′

v

∑
G6=0

4π

Ωat |G|2
exp [iG · (ra − ra′)] exp

[
− |G|2

4γ2

]

+
1

2

∑
a

∑
a′

Za
vZa′

v

∑
R

erfc (|R + ra′ − ra| γ)

|R + ra′ − ra|

−
∑
a

Za2
v γ√
π

− Z2π

2Ωatγ2
+ lim

G→0

2πZ2

Ωat |G|2
(2.46)

である．

ここで

ρ(r) =
∑
G

ρ(−G) exp[−iG · r] (2.47)

という関係を用いると

Etot =
1

2

BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G

|k + G|2|Cn
k+G|2 + Ωat

∑
G

V PP
loc (G)ρ(−G)

+
BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G

∑
G′

Cn∗
k+GCn

k+G′V PP
nloc(k + G, k + G′)

+
1

2
Ωat

∑
G

Vcoul(G)ρ(−G) + Ωat

∑
G

εxc(G)ρ(−G) + EEwald (2.48)

とフーリエ成分により表現できる．

式 (2.33),(2.40)より，V PP
loc (G) と Vcoul(G) はG = 0で発散するが，これらの発散成

分はEEwaldの発散項とうまく打ち消し合うため，次式のように表すことができる (27)．

Etot =
1

2

BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G=0

|k + G|2
∣∣∣Cn

k+G

∣∣∣2 + Ωat

∑
G 6=0

V PP
loc (G) ρ (−G)
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+
BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G=0

∑
G′=0

Cn∗
k+GCn

k+G′V PP
nloc (k + G,k + G0)

+
1

2
Ωat

∑
G6=0

Vcoul (G) ρ (−G) + Ωat

∑
G=0

εxc (G) ρ (−G) + E ′
Ewald +

∑
a

αaZ

Ωat

(2.49)

ここで，E ′
Ewald は，式 (2.46) の第 5項の発散成分を取り除いたものである．

2.7 応力

スーパーセルの平均応力 σαβ は，式 (2.49)に対称なひずみテンソル εαβ を用いて

r → (I + ε)r というスケーリングを適用し，それを対応するひずみテンソルの成分で

微分することによって得られる (28)(29)．Ωatρ(G)や構造因子

Sa(G) = exp(−iG · ra) (2.50)

はスケーリングの元のもとで不変であるから，平均応力は

∂Kγ

∂εαβ

= −δαγKβ ( Kγ = (k + G)γ ) (2.51)

∂Ωat

∂εαβ

= −δαβΩat (2.52)

という関係を用いることにより，

σαβ =
1

Ωat

∂Etot

∂εαβ

= − 1

Ωat

BZ∑
k

occ∑
n

∑
G

fkfn|Cn
k+G|2(k + G)α(k + G)β

− 1

Ωat

∑
G

∑
a

Sa(G){∂V PP,loc
a (G)

∂(G2)
2GαGβ + V PP,loc

a (G)δαβ}ρ(−G)

+
1

Ωat

BZ∑
k

occ∑
n

∑
G

∑
G′

∑
l

∑
a

fkfnSa(G − G′)Cn∗
k+GCn

k+G′

× ∂

∂εαβ

{ 1

Ωat

V PP,nloc
a,l (k + G,k + G′)}
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+
1

2

∑
G

Vcoul(G)ρ(−G){2GαGβ

|G|2
− δαβ}

+ δαβ

∑
G

(εxc(G) − µxc(G))ρ(−G)

+
1

Ωat

∂EEwald

∂εαβ

− δαβ
Z

Ω2
at

∑
a

αa (2.53)

と表すことができる．

2.8 擬ポテンシャル法

ブロッホの定理 (22)により，固体中の電子の波動関数は平面波基底により展開が可

能である．しかし，平面波基底では原子核に強く引き付けられて局在している内殻電

子の波動関数や，価電子密度の著しい変動をを表現するには非常に多くの展開項数を

要する．平面波数は解くべきハミルトニアンの次元数に比例し直接計算量に影響する

ので，これをできるかぎり少なくすることが望ましい．通常の固体材料では，内殻電

子は原子核に強く引き付けられており，他の原子からの影響をほとんど受けず価電子

がその特性を決定付けているといえるので，内殻電子と原子核をひとつのイオンと考

え，原子間領域の価電子のみを取り扱うのが擬ポテンシャル法である．擬ポテンシャル

法は，その歴史の初期においては原子核付近で強い反発作用が現れたり，原子核領域

において真の波動関数と擬波動関数の 2乗のノルムが一致していなかったりしたため，

self-consistentな計算には適用できなかった．そこで，Hammanらは，これらの問題を

解決したHSC型 (BHS型)と呼ばれるノルム保存型擬ポテンシャルを開発した (23)．し

かし，第二周期元素や遷移金属では依然として非常に多くの平面波数が必要であった

ため，Troullierらはそれらの元素においても比較的少ない平面波数で扱えるTM型擬

ポテンシャルを開発した (24)．また，Vanderbiltらはノルム保存条件をはずすことによ

り，さらに少ない平面波数で計算を行えるウルトラソフト型擬ポテンシャルを開発し

た (30)．

本節では，まずノルム保存型擬ポテンシャルとしてTM型を説明する．その後，ノ

ルム非保存型擬ポテンシャルとしてウルトラソフト型とそれを用いた場合の系のエネ

ルギー等について説明する．
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2.8.1 TM型擬ポテンシャル

TM型擬ポテンシャルは，まず擬波動関数の解析関数形を仮定し，これにノルム保

存条件と少ない平面波数で収束させるための条件を課すことによりポテンシャルを構

築する．以下にその手順を述べる．

1. まず，密度汎関数理論に基づき，孤立した原子に対して全電子計算を行う．具体

的には次式で表される動径方向のKohn-Sham方程式[
1

2

d2

dr2
− l (l + 1)

2r2
+ V (r)

]
(rψnl(r)) = εnl(rψnl(r)) (2.54)

を解くことにより，各角運動量成分 lの動径方向の電子の感じる真のポテンシャ

ル V AE
l (r)と真の波動関数 ψAE

l (r)，および，その固有値 εAE
nl を求める．

2. 内殻領域で節を持たない擬波動関数 ψPP
l (r)を次式のような解析関数形で表す．

ψPP
l (r) =

{
ψAE

l (r) (r >= rcl)

rl exp [p(r)] (r <= rcl)
(2.55)

p (r) = c0 + c2r
2 + c4r

4 + c6r
6 + c8r

8 + c10r
10 + c12r

12 (2.56)

ここで，rclは角運動量 lに対する内殻領域の半径である．このようにおくと式

(2.54)より，価電子によって遮蔽 (screening)された擬ポテンシャル V PP
scr,l(r)が次

式で表される．

V PP
scr,l(r) =


V AE

l (r) (r >= rcl)

εl +
l + 1

r
p′(r) +

p′(r) + [p′′(r)]2

2
(r <= rcl)

(2.57)

3. ここで，ノルム保存型擬ポテンシャルが満たすべき各種の条件を課す．

(a) ノルム保存条件

∫ rcl

0
|ψPP

l (r)|2r2dr =
∫ rcl

0
|ψAE

l (r)|2r2dr (2.58)

より，

2c0 + ln
[∫ rcl

0
r2(l+1) exp [2p(r) − 2c0] dr

]
= ln

[∫ rcl

0
|ψAE

l (r)|2r2
]

(2.59)
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(b) 式 (2.57)の 2次微分までが rclで連続である条件

p(rcl) = ln

[
P(rcl)

rl+1
cl

]
(2.60)

p′(rcl) =
P′(rcl)

P(rcl)
− l + 1

rcl

(2.61)

p′′(rcl) = 2V AE
l (r) − 2εl −

2(l + 1)

rcl

p′(rcl) − [p′(rcl)]
2

(2.62)

p′′′(rcl) = 2V AE′
l (rcl) +

2(l + 1)

r2
cl

p′(rcl)

−2(l + 1)

rcl

p′′(rcl) − 2p′(rcl)p
′′(rcl) (2.63)

p′′′′(rcl) = 2V AE′′
l (rcl) −

4(l + 1)

r2
cl

p′(rcl)

+
4(l + 1)

r2
cl

p′′(rcl) −
2(l + 1)

rcl

p′′′(rcl)

−2 [p′′(rcl)]
2 − 2p′(rcl)p

′′′(rcl) (2.64)

ここで，′は rによる微分を表し，P (r)＝ rψAE
l (r)である．

(c) V PP
scr,l(r)の r = 0における曲率が 0である条件 (V PP′′

scr,l (r) = 0)

c 2
2 + c4(2l + 5) = 0 (2.65)

4. これらの非線形連立方程式を解く．まず c2を仮定し，式 (2.65)から c4を決める．

残りの 5個の係数は式 (2.60)～式 (2.64)の連立一次方程式であり，ガウス消去法

により求める．最後に求まった係数を用いて c2が妥当であるか式 (2.58)により

判断する．c2の決定には bisection法を用いる．

5. 以上により求まった擬ポテンシャルから，価電子による遮蔽効果を取り除くこと

により内殻電子を含めたイオンの裸のポテンシャルを得る．

V PP
ion,l(r) = V PP

scr,l(r) − V PP
coul(r) − µPP

xc (r) (2.66)

ここで，V PP
coul(r)はクーロンポテンシャル，µPP

xc (r)は交換相関ポテンシャルである．

6. 擬ポテンシャルを局所成分と非局所成分に分解する．

V PP
ion,l(r) = V PP

ion,loc(r) +
∑

l

V PP
nloc,l(r)P̂l (2.67)

16



ここで，P̂lは角運動量 lへの射影演算子である．

擬ポテンシャルのKB分離型表現

平面波展開による第一原理分子動力学法では，大きなハミルトニアン行列を繰り返

し解く必要があるため，その繰り返しの中で変化しない量はメモリー上に記憶してお

くことが高速化の基本となる．特に式 (2.35)の非局所項は，平面波の 2乗のループを

含んでおり計算時間がかかるとともに，記憶する量も平面波数の増加に対してその 2

乗で増える．そのため，大規模な計算ではすぐにメモリー容量に破綻をきたす．そこ

で，非局所項に次式で表されるKB分離型表現 (31)を用いれば，平面波の 2乗のループ

は 1乗のループとなる．

V KB
nloc,l(r) =

|V PP
nloc,l(r)ψ

PP
l (r) >< ψPP

l (r)V PP
nloc,l(r)|

< ψPP
l (r)|V PP

nloc,l(r)|ψPP
l (r) >

P̂l (2.68)

これを用いると，行列要素の非局所項は，

< k + G|V KB
nloc,l(r)|k + G0 > =

∑
l

(4π)2

ΩCl

{∫ ∞

0
ψPP

l (r)V PP
nloc,l(r)jl(|k + G|r)r2dr

}

×
{∫ ∞

0
ψPP

l (r)V PP
nloc,l(r)jl(|k + G0|r)r2dr

}

×
l∑

m=−l

Ylm(k + G)Y ∗
lm(k + G0) (2.69)

となる．ここで，

Cl =< ψPP
l (r)|V PP

nloc,l(r)|ψPP
l (r) > (2.70)

V PP
nloc,l(r) =

∑
R

∑
a

V PP,nloc
l,a (|r − ta − R|) (2.71)

である．したがって，

Cla =< ψPP
la (r)|V PP,nloc

l,a (r)|ψPP
la (r) > (2.72)

Ala(k + G) =
∫ ∞

0
ψPP

la (r)V PP,nloc
l,a (r)jl(|k + G|r)r2dr (2.73)

とおくと，

< k + G|V KB
nloc,l(r)|k + G0 > =

(4π)2

Ωat

∑
l

∑
a

1

Cla

×
l∑

m=−l

{exp[−iG · ra]Ala(k + G)Ylm(k + G)}

×{exp[iG′ · ra]Ala(k + G0)Y ∗
lm(k + G0)} (2.74)
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と書ける．平面波展開係数との積は，

∑
G′

< k + G|V KB
nloc,l(r)|k + G0 > Cn

k+G′

=
(4π)2

Ωat

∑
l

∑
a

1

Cla

×
l∑

m=−l

{exp[−iG · ra]Ala(k + G)Ylm(k + G)}

×

∑
G′

Cn
k+G′ exp[iG0 · ra]Ala(k + G0)Y ∗

lm(k + G0)

 (2.75)

となり，

AYlam(k + G) = Ala(k + G)Ylm(k + G)∗ (2.76)

をあらかじめ記憶しておけば計算が速くなる．また，この行列要素を計算した際に，

CAYnalkm(k + G) =
∑
G

Cn
k+G′ exp[iG0 · ra]Ala(k + G0)Y ∗

lm(k + G0) (2.77)

を記憶しておけば後のエネルギーや原子に働く力の計算が高速化できる．

2.8.2 ウルトラソフト型擬ポテンシャル

Vanderbiltらは，擬ポテンシャルの作成時にノルム保存条件をはずすことによって

さらなるソフト化を達成したウルトラソフト型擬ポテンシャルを開発している．しか

しながら，それをはずしたことによって生じるノルムのずれを補う計算が系の全エネ

ルギーや電子密度等に必要となる．

全電子計算により求められた真のポテンシャルを VAEとすると，真のシュレーディ

ンガー方程式は，真の波動関数Φiを用いて

(T + VAE − εi)|Φi >= 0 (2.78)

と書ける．ここで，r > rlocで VAEと一致するように局所ポテンシャル Vlocを r < rloc

の領域で適当に決める．また，r > rclでΦiと一致し，r < rclで節を持たない擬波動

関数をΨiとすると，擬波動関数の満たすべきシュレーディンガー方程式は以下のよう

になる．

(T + Vloc + V ′
NL − εi)|Ψi >= 0 , V ′

NL =
|χi >< χi|
< χi|Ψi >

(2.79)
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ここで，V ′
NLは非局所ポテンシャルであり，関数 χiは

|χi >= (εi − T − Vloc)|Ψi > (2.80)

と定義する．χiは r > R = Max(rcl, r
loc)では 0となる局在した関数である．非局所ポ

テンシャル V ′
NLは次のように変形できる．

V ′
NL = Σi,jBij|βi >< βj| (2.81)

ただし

Bij =< Ψi|χj > , |βi >= Σj(B
−1)ji|χj > (2.82)

また，

< Ψi|βj >= δij (2.83)

である．擬ポテンシャルにノルムの保存条件を課さなかったことにより，内殻領域に

おいて電子密度が

Qij(r) = Φ∗
i (r)Φj(r) − Ψ∗

i (r)Ψj(r) (2.84)

だけ不足している．また求められた波動関数も，ノルムが

Qij =
∫

r<rcl

Qij(r)dr (2.85)

だけ不足している．これを考慮して重なり積分演算子 Sを

S = 1 +
∑
ij

Qij|βi >< βj| (2.86)

と定義すれば，規格直交条件が以下のように満足される．

< Ψi|S|Ψj >= δij (2.87)

これを (2.79)式に含めるためには，非局所ポテンシャル V ′
NL も変形を加える必要があ

る．よって，

(T + Vloc + VNL)|Ψi >= εiS|Ψi > (2.88)

VNL =
∑
ij

(Bij + εjQij)|βi >< βi| (2.89)

となる．
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2.9 電子占有数

金属ではFermiエネルギー εFの近傍に多くのエネルギー準位が存在するため，整数

の占有値では問題が生じる (32)．たとえば時間とともにFermiエネルギー近傍の２つの

準位が交差してしまうと，電子密度が不連続に変化してしまう．このような問題を避

けるために，Gaussian Broadening(33)という方法を用い，fnのかわりに非整数の占有

数 fi

fi =
1

2

[
1 − erf

(
εi − εF

σ

)]
(2.90)

を導入し．フェルミレベルに対して σの幅で占有状態をぼかしてある程度の非占有状

態も計算する．実際の数値計算では

2
∑

i

fi = Z (2.91)

となるように εFを決定する．Zはセル内の総価電子数である．このとき，fiに関する

自由度が増えるので，全エネルギーEtotのかわりに自由エネルギーEf

Ef = Etot − TS (2.92)

S = −kB

∑
i

{fi ln fi + (1 − fi) ln(1 − fi)} (2.93)

を考えなければならない．

2.10 FFT

固有方程式を解いて求めた固有値Cn
k+Gを

ukn(G) =
∑
G

Cn
k+G (2.94)

とおけば，フーリエ逆変換より

ukn(r) =
∑
G

Cn
k+G exp[iG · r] (2.95)

となる．同様に

u∗
kn(r) =

∑
G

Cn∗
k+G′ exp[−iG′ · r] (2.96)

20



であるから，

ukn(r)u∗
kn(r) =

∑
G

∑
G′

Cn
k+GCn∗

k+G′ exp[i(G − G′) · r] (2.97)

したがって，式 (2.26)より

ρ(r) =
occ∑
n

BZ∑
k

fnfk
1

Ω
(ukn(r)u∗

kn(r)) (2.98)

となり電子密度分布が得られる．すなわちハミルトニアンから求められる固有ベクト

ルCn
k+Gをフーリエ変換することにより，実空間の電子密度分布ρ(r)を式 (2.26)に従っ

て直接評価するより高速に計算できる．ρ(r)が求められれば交換相関エネルギー，交

換相関ポテンシャルの実空間における値が得られ，フーリエ変換によって逆空間での

値も求められる．このように実際の計算ではフーリエ変換を多用するため，一般に高

速フーリエ変換 (Fast Fourier Transformation:FFT)のプログラムが用いられる．

2.11 電子系の最適化手法

平面波基底による電子状態計算では，前節で定式化された Kohn-Sham方程式をセ

ルフコンシストに解くことによって固定した原子配置に対する電子の基底状態を求め

る．オーソドックスな収束計算手法は，ハミルトニアン行列 (式 (2.44))の対角化を繰

り返す方法であるが，この方法では対象とする系によっては多大な計算労力を必要と

する．そこで，近年電子状態計算を効率的に行う方法が開発された (34)−(37)．本節では

共役勾配法についてその概要を示す．

共役勾配法の原理

共役勾配法は，一般には正定な係数行列をもつ連立１次方程式を最適化の考えに立っ

て解くために，あるいは，多次元空間の２次関数 F (X)の最小化問題を解くために用

いられる計算手法である．共役勾配法では，前者の問題は結局後者の問題に帰着され，

適当な初期値X0から出発して順次修正を加えながら · · ·，Xm−1，Xm，Xm+1，· · · と変

化させて F (X)を最小にするXを探索する．

密度汎関数法に基づく電子状態計算では系の全エネルギーEtotは，電子密度すなわ

ち波動関数の汎関数で表され正しい波動関数によって最小化される．したがって，平
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面波基底の波動関数を用いた場合には，系の全エネルギーを最小にする係数ベクトル

Cnkを規格直交条件のもとで求める計算を行えばよい．（ここで，Cnkは平面波展開係

数Cn
k+Gを成分に持つベクトルである．）すなわち，

E′
tot = Etot −

∑
mn

λmn (< Ψmk|Ψnk > −δmn)

= Etot −
∑
mn

λmn

(∑
G

Cm ∗
k+GCn

k+G − δmn

)
(2.99)

の最小化を考える．ここで，

λmn =< Ψmk|Ĥ|Ψnk >=
∑
G

∑
G′

Cm ∗
k+GCn

k+G′Hk+G,k+G′ (2.100)

である．共役勾配法では，次式を残差ベクトル（Gの数だけの成分を持つ）として各

バンド nの各 k点ごとに最適化を行う．

Rnk = −
[

∂E ′
tot

∂Cm ∗
k+G

]
= −

∑
G′

(Hk+G,k+G′ − λnn) Cn
k+G′

 , (G=G1,G2,···,Gmax) (2.101)

以下に金属の電子状態計算において代表的なBKL法 (34)について解説する．

BKL法

BKL法と並んで共役勾配法のもう 1つの代表的な手法であり，全エネルギーの最小

化を行うTPA法 (38)は，絶縁体と半導体には有効であるが，金属には適さない．これ

は，金属ではフェルミ面がぼやけるために非占有状態も考慮しなければならないこと

による．このため，占有状態にしか依存しない全エネルギーを最小化する方法では適

切な電子状態計算を行うことができない．そこで，BKL法では占有状態と非占有状態

の両方について計算できるエネルギー期待値 εkn =< Ψkn|H|Ψkn > の最小化を行う．

したがって，BKL法は，金属はもちろん絶縁体と半導体についても有効な方法である．

具体的な手法としては，まず波動関数の展開係数を成分とする係数ベクトルの残差

ベクトルを求める．次に preconditioningという処理を施し，共役方向ベクトル (探索

方向)を求める．それをもとにして εknを最小にするような新たな係数ベクトルを求め

る．以上の手順を εknが収束するまで繰り返した後に，電子密度とハミルトニアンの

更新を行い全エネルギーを計算する．

<残差ベクトル>
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Etotを εknに置き換えることによって，式 (2.99)の E ′
totは ε′knに置き換わるとする

と，残差ベクトルは式 (2.101)より次式で表される．

R i
nk = −

[
∂ε′kn

∂C m ∗
k+G

]i

= −
(
H − λi

nI
)
· C i

nk (2.102)

ただし，式中の iは，”i回目のステップにおける”という意味を表し，

C i
nk =

[
C n,i

k+G′

]
, H = [Hk+G,k+G′ ] , λi

n =< Ψ i
nk

∣∣∣Ĥ∣∣∣ Ψ i
nk > (2.103)

である．これは，iのステップにおいて εknを最小にする方向 (最急降下方向)を示すベ

クトルを表している．

R i
nkには，最終的に得られる次のステップの波動関数Ψi+1

nk が同じk点における n以

外の全バンドの波動関数Ψmk (m 6= n)と直交するように，直交化処理が施される．

R i ′
nk = R i

nk −
∑
m6=n

(
C i ∗

mk · R i
nk

)
C i

mk (2.104)

<preconditioning>

残差ベクトルR i ′

nkに対して preconditioningという処理を施す．大きな逆格子ベクト

ルについては平面波の運動エネルギーが大きくなるが，このことが残差ベクトルに影

響して収束性を悪化させる．preconditioningは，この問題を回避して収束を速めるた

めに行われる．preconditioningされた残差ベクトルをG i
nkとすると

G i
nk = K i · R i ′

nk (2.105)

と表される．ここで

KGG′ = δGG′
(27 + 18x + 12x2 + 8x3)

(27 + 18x + 12x2 + 8x3 + 16x4)
(2.106)

x =
Ekin (G)

Ei
kin

(2.107)

Ekin (G) =
1

2
|k + G|2 (2.108)

Ei
kin = < Ψ i

nk| −
1

2
∇2|Ψ i

nk > (2.109)

である．式 (2.106)は，経験的にそれがよいとされている式である．最後に直交化処理

が施される．

G i ′
nk = G i

nk −
(
C i ∗

nk · G i
nk

)
C i

nk −
∑
m6=n

(
C i ∗

mk · G i
nk

)
C i

mk (2.110)
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ここで，G i
nkはC i

nkと直交しなければならないことに注意が必要である．

<探索方向>

探索方向は，次のようにして定められる．

F i
nk = G i ′

nk + γ iF i−1
nk (2.111)

γ i =


G i ′ ∗

nk · R i ′
nk

G i−1 ′ ∗
nk · R i−1 ′

nk

(i > 1)

0 (i = 1)

(2.112)

さらに，直交化処理と規格化処理を施す．

F i ′
nk = F i

nk −
(
C i ∗

nk · F i
nk

)
C i

nk (2.113)

D i
nk =

F i ′
nk(

F i ′ ∗
nk · F i ′

nk

) 1
2

(2.114)

<新たな係数ベクトルの組み立て>

新たな係数ベクトルの組立ては次のように行われる．

C i+1
nk = αC i

nk + βDi
nk (2.115)

結合係数 αと βは，エネルギー期待値 εknを最小化するように決定される．すなわち，

C i
nk，Di

nkを基底とする 2 × 2ハミルトニアン行列，[
C i ∗

nkHC i
nk C i ∗

nkHD i
nk

D i ∗
nkHC i

nk D i ∗
nkHD i

nk

]
=

[
ε11 ε12

ε ∗
12 ε22

]
(2.116)

を組立て，この行列の小さい方の固有値 γ，

γ =
ε11 + ε22

2
−

{
(ε11 − ε22)

2

4
+ ε12ε

∗
12

} 1
2

(2.117)

に対応した固有ベクトルによって次式で与えられる．

α =
ε12{

ε12ε∗12 + (ε11 − γ)2
} 1

2

(2.118)

β = − ε11 − γ{
ε12ε∗21 + (ε11 − γ)2

} 1
2

(2.119)

以上の手順を εknが収束するまで繰り返せばよい．計算の全体的な手順を以下に示す．
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1. 係数ベクトルCnkの適当な初期値を，行列計算などによって，全 k点の全状態

について作成する．

2. 各 k点の各状態について，C i
nkからC i+1

nk を組立てる一連の計算を反復し，適当

な条件で打ち切る．打ち切り条件は，例えば，1回のステップでの εknの減少値

が，最初のステップでの減少値の 30%以下や一定値以下になることである．反復

計算が打ち切られれば，同じ k点における次の状態についての計算へと移る．

3. 全 k点の全状態について，1,2の計算が終了したら，この時点で初めて電子密度

とそれに伴うハミルトニアンの更新を行い，全エネルギーを求める．

4. 全エネルギーが収束すれば，計算を終了し，そうでなければ再び 1 ∼ 3を行う．
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第3章 格子不安定性解析の概要

格子不安定とは，外力下で変形している結晶格子が釣り合いを失い，外力の増加を

必要とせずに不安定に変形が進行する現象を指している．有限変形下の結晶の安定性

は，従来は結晶の変形をブラベー格子の変形で代表することによって系のエネルギー

の変数を限定し，エネルギー関数の 2階微分を解析的に求めることにより評価してい

た (16)．一方，Wangらは，結晶の変形をひずみで代表させることによって，系の安定

性を弾性係数・弾性剛性係数 (15)の正値性によって評価する手法を提案した (17)．分子

動力学シミュレーションによる検証の結果，原子の熱揺動の影響を含んだ結晶の安定

性が，系全体の弾性係数・弾性剛性係数で評価できることが示されている．この評価方

法は系のエネルギー関数の表式が求まっていない場合でも，数値的に弾性係数・弾性

剛性係数を求めれば安定性評価が可能であるため，第一原理解析でも適用可能である．

本章では，まず従来のエネルギー関数の 2階微分に基づいて結晶の安定性を評価す

る手法を説明する．その後，結晶の熱力学関係式から応力と弾性係数の定義を示し，

最後に無負荷平衡点で有効である弾性係数の正値性に基づく安定性評価について説明

する．

3.1 不安定条件

結晶の変形を理想化し，すべての結晶格子が外力を受けて均一に変形するものと仮

定する．すると fccを含む立方体格子の変形は図 3.1に示すような 6つの格子パラメー

タ a1 ∼ a6で記述され，内部エネルギーUはこれらの関数U(a1, a2, · · · , a6) ≡ U({am})

となる．ここで，本節では原子の運動は考慮しないため，U ≈ Etotである．このとき，

{am}の変形状態下にある結晶の安定性は，以下のように微小変形増分 {∆am}による

エネルギーの変化を考えることによって求められる (15)(16)．状態 {am}近傍での内部エ
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Fig.3.1 Unit cell of fcc lattice

ネルギーのTaylor級数展開は

U({am + ∆am}) = U({am}) +
6∑

m=1

Fm∆am +
1

2

6∑
m=1

6∑
m=1

Amn∆am∆an + · · · (3.1)

と表される．ただし，

Fm =
∂U

∂am

∣∣∣∣∣
{am}

, Amn =
∂2U

∂am∂an

∣∣∣∣∣
{am}

(3.2)

であり，|{am}は状態 {am}における微係数を表す．3次以上の高次項を省略すると次式

のように変形できる．

[U({am + ∆am}) − U({am})] −
6∑

m=1

Fm∆am =
1

2

6∑
m=1

6∑
m=1

Amn∆am∆an (3.3)

左辺第 1項は系のエネルギー増加量，第 2項は状態 {am}で周囲の結晶から受けている

力 Fmのもとで微小変形∆amをするときになされる仮想的な仕事であり，左辺全体は

エネルギー消費量を表している．これが負になると，外力の増加を必要とせずに変形

∆amが連続的に生じる不安定状態となる．これより，結晶の力学的安定性はヘッシア

ン [Amn]の正値性に帰着される．
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3.2 応力と弾性係数

熱力学の第 1法則と第 2法則から，

dU = TdS − dW (3.4)

である (19)．ここで，U は内部エネルギー，T は温度，Sはエントロピ，dW は系が外

界になす仕事である．外部応力σの負荷によって結晶が変形する際の dW を求めるた

め，結晶内の任意の点Xが応力の負荷によってX + ∆Xに変化する均質一様な変形

を考える．変形前の物体表面をSとし，その微小要素を dSとすると，dSにおいて i

方向に作用している力 fiは負荷応力 σijを用いて以下のように表せる．

fi = σijdSj (3.5)

XからX + ∆Xへの変位勾配テンソルを∆uとすると，

∆Xi = ∆uijXj (3.6)

である．したがって，dSにおいてなされる仕事は

∆W = −fi∆Xi = −σijdSj∆uikXk (3.7)

と表される．全仕事 dW は，Gaussの発散定理を用いて次のようになる．

dW = −
∫

S
σij∆uikXkdSj = −

∫
V

σij∆uijdV = −σij∆uijV (X) (3.8)

ここで，V (X)は初期状態Xにおける結晶の体積である．応力テンソル σijは対称テ

ンソルであるため，式 (3.8)の dW には∆uijの非対称成分は寄与しない．Lagrangeの

ひずみテンソル

ηij =
1

2
(uij + uji + ukiukj) (3.9)

の微小量を∆uijに等しいとおく．

dηij =
1

2
(∆uij + ∆uji) ∼= ∆uij (3.10)

これより，式 (3.4)は次のようになる．

dU = TdS + V (X)σijdηij (3.11)
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したがって，断熱過程では

dU = V (X)σijdηij (3.12)

となり，基準配置における応力テンソルと弾性係数は，

σij(X) =
1

V (X)

(
∂U

∂ηij

)
η′

(3.13)

Cijkl(X) =
1

V (X)

(
∂2U

∂ηij∂ηkl

)
η′

(3.14)

となる．ここで，η′は ηij で偏微分する際に他のひずみ成分を固定することを意味す

る．これらの微係数を用いて，U を基準状態Xまわりのひずみ ηijについてTaylor展

開すると次式のようになる．

U(X, ηij) = U(X) + V (X)σijηij +
1

2
V (X)Cijklηijηkl + · · · (3.15)

Lagrangeひずみテンソルの対称性から，式 (3.13)の応力テンソルは対称テンソルで

ある．また，式 (3.14)の弾性係数テンソルはさらにひずみの示数 ijと klの交換対称性

からVoigt対称性 (19)と呼ばれる次の対称性を持つ．

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij (3.16)

3.3 弾性係数による無負荷平衡点での格子不安定性評価

基準状態Xからの微小ひずみ ηij について，内部エネルギーの展開式である (3.15)

の 3次以上の高次項を省略して書き直すと以下のようになる．

[U(X, ηij) − U(X)] − V (X)σijηij =
1

2
V (X)Cijklηijηkl (3.17)

左辺第 1項がエネルギー変化，第 2項が応力 σijが保持されたまま変形すると仮定した

場合の外部負荷によってなされる仕事であり，無負荷平衡点での不安定性は弾性係数

マトリクスCijklの正値性に帰着される．

Cijklは式 (3.16)の対称性を持つので，i,jの6つの組み合わせ (i,j)=(1,1)，(2,2)，(3,3)，

(2,3)，(3,1)，(1,2)でCijklをCIJで表すことができる．(Voigt表記) したがって，無負

荷平衡点での系の安定性は次の 6 × 6行列の正値性により評価される (16)．
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|CIJ | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C11 C12 C13 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0

C13 C23 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.18)

|CIJ | <0となる条件は，以下の 5つのいずれかとなる．∣∣∣∣∣∣∣∣
C11 C12 C13

C12 C22 C23

C13 C23 C33

∣∣∣∣∣∣∣∣ < 0 (3.19)

∣∣∣∣∣ C11 C12

C12 C22

∣∣∣∣∣ < 0 (3.20)

C44 < 0 (3.21)

C55 < 0 (3.22)

C66 < 0 (3.23)

第一式 (3.19)は，膨張による格子の崩壊，即ち体積弾性率が 0になることを意味して

いる (39)．第二式 (3.20)は，横方向変形のバランスを表しており，横方向変形が等方変

形から非等方変形に変形経路分岐が起こることを意味する．さらに，第三式 (3.21)～

第五式 (3.23)はそれぞれの変形モードへのせん断不安定が生じることを表している．
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第4章 単元系クラスターの

　　　　　安定性評価

本章では，単元素からなる 20面体クラスターの構造安定性を検討することを目的と

して，Cu，Ni，Al，Zr，Tiそれぞれについて，真空中孤立クラスター，クラスター準

結晶，結晶単位格子の第一原理解析を行い，格子安定性および原子間の結合距離と電

子密度について検討する．孤立クラスターと周囲に原子が存在しているクラスター準

結晶を比較することでその差を検討するとともに，これらの単元系クラスターと金属

単結晶を想定して解析した単位格子を比較することでクラスター構造と結晶状態の違

いを議論する．

4.1 解析方法

本研究での解析は全て Kresseらにより開発された平面波基底ウルトラソフト擬ポ

テンシャル法 (30)に基づく第一原理バンド計算コードVASP(40)(Vienna Ab-initio Sim-

ulation Package)を用いて行った．交換相関項には局所密度近似 (21)（Local Density

Approximation, LDA）に勾配を考慮した一般化密度勾配近似 (41)（Generalized Gradi-

ent Approximation, GGA）を用いた．また収束計算には残差最小化手法 (42) (Residual

Minimization Method – Direct Inversion in the Iterative Subspace, RMM–DIIS)を採

用した．カットオフエネルギー，バンド数，波動関数と電子密度のFFTメッシュは原

子種，原子数と電子数からVASPが定める値 (43)を用いた．

解析を行った単元系 20面体クラスターを図 4.1(a)に示す．構成元素はCu，Ni，Al，

Zr，Tiであり，クラスター内での原子間距離はそれぞれの結晶状態での最近接原子間

距離 (2.56Å，2.49Å，3.17Å，2.86Å，2.89Å)(22)とし，クラスターを真空中の立方

体中心に図 4.1(b)のように配置して解析セルとした．平面波基底のバンド計算では全
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方向への周期性が要請されるので，セル辺長については，図 4.2(a)のように原子間距

離の 4倍と十分大きくした真空中孤立クラスターと，図 4.2(b)のように 3倍として周

囲クラスターとの距離を小さくしたクラスター準結晶の 2通りを考えた．クラスター

準結晶は隣接クラスターとの最近接距離が原子間距離と等しく，クラスター間に結合

が生じうる距離である．周囲に他の原子が存在するアモルファス中の 20面体クラス

ターについて，直接第一原理計算を行うことは現時点では困難なため，孤立させたク

ラスターの解析と，自分自身が周期的に並ぶ構造ではあるが周囲に原子が存在するク

ラスターの解析を行うことでその差を議論することを目的としている．逆格子空間の

k点メッシュはMonkhorst-Pack法 (44)に従い，33の格子点をとっている．表 4.1にそ

れぞれの計算条件をまとめて示す．

また，アモルファス金属中でみられるクラスター構造と，単結晶金属中の電子構造

の違いを議論するために，単位格子による完全結晶の解析も行った．fccのCu，Ni，Al

については図 4.3(a)に示すような単位格子を解析セルとし，hcpの Zr，Tiは図 4.3(b)

の着色部分を解析セルとする．完全結晶の解析条件を表 4.2に示す．

VASPによる電子状態及び原子構造の緩和計算によって，無負荷平衡状態の原子配

置を求めた後，図 4.4に模式的に示すようにセルに±1.0%の引張ひずみ，もしくはせ

ん断ひずみを与え，原子構造緩和をせずに電子状態の収束計算を行った．このとき，ク

ラスターおよび単位格子はセルの変形に対応したアフィン変形を与えている．各ひず

み摂動による応力変化から弾性係数CIJを数値的に評価し，その行列式 detCIJの正値

性よりそれぞれの安定性を評価した．
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(a)Monatomic icosahedral structure. (b)Simulation cell.

Fig.4.1 Simulation model.

Table 4.1 Calculation conditions for monatomic icosahedrons.

Cu13 Ni13 Al13

Number of atoms 13 13 13

Number of electrons 　 143 130 39

Distance between atoms (Å) 2.56 2.49 2.86

Length of cell edge (Å) 10.24, 7.68 9.96, 7.47 11.44, 8.58

Number of bands 98 78 46

Cutoff energy (eV) 292.2 302.2 161.5

Number of k points 33 33 33

Zr13 Ti13

Number of atoms 13 13

Number of electrons 　 52 52

Distance between atoms (Å) 3.17 2.89

Length of cell edge (Å) 12.68, 9.51 11.56, 8.67

Number of bands 52 52

Cutoff energy (eV) 187.4 226.5

Number of k points 33 33
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(a)Isolated icosahedrons.

Possibility of bond

(b)Quasi-crystal of icosahedrons.

Fig.4.2 Isolated icosahedron and quasi-crystal of icosahedrons by periodic

boundary condition.
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(a)fcc (Cu, Ni, Al). (b)hcp (Zr, Ti).

Fig.4.3 Unit lattices of fcc and hcp structures.

Table 4.2 Calculation conditions for perfect lattices.

Cu Ni Al

Unit lattice fcc fcc fcc

Number of atoms 4 4 4

Number of electrons 　 44 40 12

Number of bands 30 28 14

Cutoff energy (eV) 292.2 302.2 161.5

Number of k points 153 153 153

Zr Ti

Unit lattice hcp hcp

Number of atoms 2 2

Number of electrons 　 8 8

Number of bands 8 8

Cutoff energy (eV) 187.4 226.5

Number of k points 153 153
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∆η11 = 0.01 ∆η23= 0.01

∆η22 = 0.01 ∆η31= 0.01

∆η33 = 0.01 ∆η12= 0.01

Fig.4.4 Strain perturbation on supercell for evaluation of elastic coefficients.
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4.2 解析結果と考察

4.2.1 孤立クラスターの安定性

孤立クラスターおよび完全結晶における弾性係数の行列式 detCIJ の値を図 4.5に示

す．上段に孤立クラスターの値を，下段に完全結晶の値を示している．正値を右側，負

値を左側に示し，絶対値の大きさを対数として棒グラフで表している．孤立クラスター

の detCIJ は，Cu，Niが正値となって安定であるが，Al，Zr，Tiは負値となりいずれ

も不安定となる．完全結晶における detCIJはいずれの元素も正値であり，安定と判定

されたCu，Niクラスターの値と比較していずれも桁違いに大きい．安定性解析におい

ては，行列式の値の大小関係の物理的意味はなく，正値性のみが意味を有するが，原

子間ポテンシャルを用いたシミュレーション (45)では合金系における行列式の値の大

小関係が引張変形時の最大応力に対応していることが報告されており，行列式の大小

関係と機械的特性に関係がある可能性も示唆されている．Cu，Ni孤立クラスターの

detCIJ の値を比較すると，NiがCuよりも 1桁程度大きく，この傾向は完全結晶でも

同じとなっている．

表 4.3に孤立クラスターと完全結晶における弾性係数の各成分C11，C22，C33，C12，

C23，C31，C44，C55，C66の値を示す．孤立クラスターおよびhcpでは対称性がないので

全ての成分を表示しているが，fcc完全結晶においてはC11=C22=C33，C23=C31=C12，

C44=C55=C66 なのでまとめて 1つの値で示している．孤立クラスターのいずれの成

分も完全結晶に比べて大きく減少しており，変形抵抗が極めて小さいことがわかる．

detCIJ が正値であったCu，Niの孤立クラスターはいずれの成分も正値となっており，

ひずみ摂動に対してクラスターは変形抵抗を有している．一方，detCIJ が負となった

Al，Zr，Tiクラスターは負の弾性係数が垂直成分 C11～C33およびせん断成分 C44～

C66に生じており，ひずみ摂動でクラスターが崩壊する「不安定な」構造であること

がわかる．
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Fig.4.5 Determinant of elastic coefficients of isolated monatomic icosahedrons

and monatomic perfect lattices.
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Table 4.3 Components of CIJ (GPa) of isolated monatomic icosahedrons and

monatomic perfect lattices.

C11 C22 C33 C12 C13 C23 C44 C55 C66

Cu13 15.7 15.3 14.4 11.3 11.0 11.2 1.7 1.7 2.2

Cu 187.5 122.7 90.7

Ni13 21.2 21.0 22.2 17.1 17.3 17.1 2.5 2.2 2.7

Ni 259.7 170.5 102.1

Al13 0.9 1.0 −0.2 10.8 11.8 11.7 −5.0 −5.0 −5.0

Al 128.6 46.4 53.9

Zr13 −14.8 −14.7 −14.0 24.0 23.2 23.2 −18.9 −18.9 −18.9

Zr 152.8 152.7 169.6 56.4 70.7 70.1 18.3 18.0 48.3

Ti13 −22.1 −21.6 −19.6 26.7 25.6 25.3 −24.2 −23.0 −23.5

Ti 181.1 185.1 166.3 53.2 67.8 73.3 37.9 38.9 64.8
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4.2.2 クラスター準結晶の安定性

クラスター準結晶の弾性係数の行列式 detCIJの値を，前節で示した孤立クラスター

のそれとあわせて図 4.6に示す．Zr準結晶は detCIJ ＞ 0と正値を示したが，安定性判

別式 (3.19)～(3.23)の 2個が負となった結果，負×負で正となっているので不安定とし

て示した．Zr以外ではクラスター準結晶の detCIJ の正負は孤立クラスターにおける

傾向と同じである．安定クラスターCu，Niの detCIJ の値の大小関係もNi＞Cuで一

致している．Cu，Ni準結晶クラスターの detCIJ の値は，孤立クラスターのそれと完

全結晶の値の中間程度となった．

表 4.4に (a)孤立クラスターと (b)クラスター準結晶の弾性係数の各成分CIJ の値を

示す．周囲クラスターとの最近接原子間距離が x, y, z方向で同一ではないので，準結

晶では異方性がより強くなっているが，Cu，Niではほとんどが孤立クラスターよりも

変形抵抗が増加している．不安定なAl，Zr，Tiクラスターは，準結晶とすることで垂

直成分 C11～C33およびせん断成分 C44～C66が大幅に増加し，正値となっている．し

かしながら，いずれのクラスター準結晶も負の成分が生じており，安定に存在しえな

い構造であることがうかがえる．

40



Cu13

Ni13

Al13

Zr13

Ti13

P
o
sitiv

e v
alu

e
N

eg
at

iv
e 

v
al

u
e

100 103 106 109 10121001031061091012

Isolated icosahedron

Stable

Unstable

Cu13

Ni13

Al13

Zr13

Ti13

Quasi-crystal of icosahedrons

Absolute value of determinant of elastic coefficients,  detCIJ (GPa6).

Fig.4.6 Determinant of elastic coefficients of isolated monatomic icosahedrons

and monatomic quasi-crystals of icosahedrons.

41



Table 4.4 Components of CIJ (GPa). (a)Isolated monatomic icosahedrons,

(b)Monatomic quasi-crystals of icosahedrons.

C11 C22 C33 C12 C13 C23 C44 C55 C66

(a) 15.7 15.3 14.4 11.3 11.0 11.2 1.7 1.7 2.2

Cu

(b) 29.0 27.6 30.2 12.0 18.1 18.9 11.0 9.3 8.0

(a) 21.2 21.0 22.2 17.1 17.3 17.1 2.5 2.2 2.7

Ni

(b) 36.4 52.8 63.8 20.0 16.0 27.6 20.6 11.3 19.9

(a) 0.9 1.0 −0.2 10.8 11.8 11.7 −5.0 −5.0 −5.0

Al

(b) 16.0 18.5 41.0 21.5 −1.88 −1.35 16.0 17.4 17.0

(a) −14.8 −14.7 −14.0 24.0 23.2 23.2 −18.9 −18.9 −18.9

Zr

(b) 21.1 15.1 30.2 23.9 13.1 15.3 4.0 2.7 −6.6

(a) −22.1 −21.6 −19.6 26.7 25.6 25.3 −24.2 −23.0 −23.5

Ti

(b) 25.5 33.1 26.3 12.7 20.0 11.4 5.1 −1.1 7.65
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4.2.3 原子間の結合距離

図 4.7に孤立クラスター構造内の結合距離平均を示す．各元素ごとに中心原子と外

殻原子間での結合と外殻原子どうしの間での結合の距離をそれぞれ示しており，完全

結晶の第一近接の原子間結合長に対する比率をグラフの横に併記した．

孤立クラスターの中心原子－外殻原子間の結合距離は完全結晶の原子間距離よりも

小さくなっており，孤立クラスターは完全結晶よりも原子が密に詰まった状態である．

また，外殻原子どうしの間の結合距離はいずれの元素でもこれより増加し，完全結晶

の結合長に近い．detCIJ が正であったCu，Niの結合距離は中心原子－外殻原子間で

結晶状態結合長の 94％程度，外殻原子どうしの間で 99％程度である．負のCIJ 成分

個数が Zr，Tiに比べて少ないAlのクラスターにおいても同等の値となっている．こ

れらのクラスターは図 4.8(a)に示した等電子密度面からわかるように，2原子間での

直線的な結合を形成している．一方，多くのCIJ成分が負となっていた Zr，Tiの結合

距離は，完全結晶での結合長に対する比率が Cu，Ni，Alクラスターと比べて小さく

なっている．その原子間結合は，図 4.8(b)に示すように外殻原子 3つと中心原子の四

面体の中点に価電子を有する結合となっている．

図 4.9にクラスター準結晶内の結合距離平均を示す．図 4.7と同様に，2種類の結合

の結合距離と完全結晶の結合長に対する比率を示している．元素ごとに 2種類の結合

の値を比較すると，クラスター準結晶でも孤立クラスターと同様に外殻原子どうしの

間の結合のほうが大きくなっている．また，Zr，TiクラスターよりCu，Ni，Alクラ

スターのほうが結晶状態結合長に対する比率が大きくなっているのも孤立クラスター

と同じ傾向である．孤立クラスターとクラスター準結晶の結合距離を比較すると，ク

ラスター準結晶のほうがいずれの元素でも大きくなっている．完全結晶の結合長に対

する比率も増加しており，結合距離が結晶状態に近づいているが，Cu，Ni，Alでは完

全結晶の結合長よりも大きくなっていることがわかる．
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4.2.4 結合中の電子密度

図 4.10に結合中の最大の電子密度の値を示す．図 4.10(a)に中心原子と外殻原子の

間，図 4.10(b)に外殻原子どうしの間，図 4.10(c)に周期境界条件による隣接クラスター

との間の結合中電子密度をそれぞれ表している．図中では□で孤立クラスターを，△

でクラスター準結晶を示しており，×は完全結晶での第一近接の原子間結合における

値である．

図 4.10(a), (b)に示す孤立クラスター内の結合中の電子密度 (□)は，ほとんどが結晶

での電子密度 (×)に近い値となっているが，安定なCu，Niの中心原子－外殻原子間

結合では結晶より高い値をとっており，結合力が強いことが示唆される．ただし，隣

接クラスターとの間の電子密度がほとんど 0である部分が，ひずみ摂動を与えると容

易に変形するため，完全結晶よりも変形抵抗が小さくなっていると考える．

一方，クラスター準結晶の結合中の電子密度 (△)は，中心原子－外殻原子間，2外

殻原子間の両方において孤立クラスター (□)，完全結晶 (×)より低い値となっている．

これは，図 4.10(c)に示したように隣接クラスター間に電子密度が生じたため，クラス

ター中の電子密度が減少したものである．このように，クラスター準結晶の個々のボ

ンド結合力は弱まっているが，準結晶としての構造により剛性は孤立クラスターより

C11～C33の垂直成分，C44～C66のせん断成分が上昇する．ただし，対称性がないため

C12，C23，C31の各成分が低下する．
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4.3 結言

単元素からなる 20面体クラスターの構造安定性を検討するために，Cu，Ni，Al，Zr，

Tiの真空中孤立クラスター，クラスター準結晶，完全結晶についての第一原理解析を

行い，弾性係数の行列式 detCIJの値，原子間の結合距離，結合中の電子密度について

検討した．得られた結果をまとめて以下に示す．

1. 孤立クラスター，クラスター準結晶いずれにおいてもCu，Niは弾性係数CIJ の

行列式が正値をとり安定であった．完全結晶ではいずれの元素も正値をとるが，

Al，Zr，Tiクラスターは負値となり不安定であることが示された．

2. Cu，Niの detCIJの大小関係は，孤立クラスター＜クラスター準結晶＜完全結晶

でいずれもCu＜Niとなることが示された．

3. 安定なCu，Niは孤立クラスター，クラスター準結晶いずれにおいてもCIJ の成

分が全て正である．一方，不安定なAl，Zr，TiクラスターではCIJ に負の成分

が存在した．

4. クラスター内の原子間結合距離を調べた結果，安定／不安定，孤立／準結晶クラ

スターのいずれにおいても，外殻原子間の距離よりも，中心原子－外殻原子の距

離が短い．また，不安定なクラスターは完全結晶の最近接原子間距離からの差が

大きい．

5. 結合の電子密度分布から，Cu，Ni，Alクラスターは 2原子間で直線的な結合を

しているのに対し，Zr，Tiクラスターは 3つの外殻原子と中心原子の四面体中

心に電子を有する結合を示した．

6. detCIJ＞ 0であるCu，Ni孤立クラスターは中心原子と外殻原子の間の結合中に

電子を多く局在させており，結合が強くなっていることを示唆した．

7. クラスター準結晶では個々のボンド結合力は孤立クラスターより弱まっている

が，準結晶の構造により孤立クラスターより剛性が上昇することを示唆した．
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第5章 中心置換二元系クラスターの

　　　　　安定性評価

前章では，単元素からなる孤立クラスター，クラスター準結晶，完全結晶の違いを

検討した．一方，実験的に発見されているアモルファス構造は全て二元素以上の多元

系であり (46)，20面体クラスターもアモルファス構造中では通常多元素で構成されて

いるものと考えられる．

本章では，前章で検討した単元系クラスターの中心原子を他元素で置換した二元系

孤立クラスターについて，格子安定性と電子密度分布を調べる．前章で検討した単元

系孤立クラスターと中心原子置換クラスターを比較し，合金化による安定性の変化を

原子間の電子構造から詳細に議論する．

5.1 解析方法

前章で解析した，Cu，Ni，Al，Zr，Tiの 5つの元素の組み合わせで中心原子のみ置

換した二元系クラスターを解析対象とする．解析条件を表 5.1にまとめて示す．逆格

子空間の k点メッシュは全て 33の格子点をとっている．初期構造作成時のクラスター

内での原子間距離は，構成原子 2種類のうち原子半径が大きいほうの最近接原子間距

離の値を用いた．前章と同様に，辺長が原子間距離の 4倍の立方体セル中心に配置し

た孤立クラスターについて，原子構造緩和，摂動計算を行って，弾性係数CIJ を求め，

その行列式 detCIJ の値からクラスターの格子安定性を検討した．
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Table 5.1 Calculation conditions for A1B12 binary icosahedrons with the center

atom A.

Ni1Cu12 Al1Cu12 Zr1Cu12 Ti1Cu12

Number of electrons 　　　 142 136 135 136

Distance between atoms (Å) 　 2.56 3.17 2.86 2.89

Length of the cell edge(Å) 10.24 11.44 12.68 11.56

Number of bands 97 94 94 94

Cutoff energy (eV) 302.2 292.2 292.2 292.2

Cu1Ni12 Al1Ni12 Zr1Ni12 Ti1Ni12

Number of electrons 　　　 131 123 124 124

Distance between atoms (Å) 　 2.56 2.86 3.17 2.89

Length of the cell edge(Å) 10.24 11.44 12.68 11.56

Number of bands 92 88 88 88

Cutoff energy (eV) 302.2 302.2 302.2 302.2

Cu1Al12 Ni1Al12 Zr1Al12 Ti1Al12

Number of electrons 　　　 47 46 40 40

Distance between atoms (Å) 　 2.86 2.86 3.17 2.89

Length of the cell edge(Å) 11.44 11.44 12.68 11.56

Number of bands 50 49 46 46

Cutoff energy (eV) 292.2 302.2 187.4 226.5

Cu1Zr12 Ni1Zr12 Al1Zr12 Ti1Zr12

Number of electrons 　　　 59 68 51 52

Distance between atoms (Å) 　 3.17 3.17 3.17 3.17

Length of the cell edge(Å) 12.68 12.68 12.68 12.68

Number of bands 56 60 52 52

Cutoff energy (eV) 292.2 302.2 187.4 226.5

Cu1Ti12 Ni1Ti12 Al1Ti12 Zr1Ti12

Number of electrons 　　　 59 58 51 52

Distance between atoms (Å) 　 2.89 2.89 2.89 3.17

Length of the cell edge(Å) 11.56 11.56 11.56 12.68

Number of bands 56 55 52 52

Cutoff energy (eV) 292.2 302.2 226.5 226.5

50



5.2 解析結果と考察

5.2.1 中心置換クラスターの安定性

弾性係数の行列式 detCIJ の絶対値を，図 4.5と同様に正負で左右にわけて図 5.1に

示す．値は上から外殻原子ごとにまとめて示しており，それぞれの一番下に前章で解

析した単元系孤立クラスターの値を示している．Zr1Cu12，Cu1Al12は，前章でZr準結

晶について述べたように，偶数個の不安定条件が重なって負×負で detCIJ ＞ 0となっ

ているので不安定として示した．また，Zr1Ni12の値は−1.24× 10−4GPa6とほとんど

0であるため棒グラフではなく図中に値を記した．なお，Zr1Cu12と Zr1Ni12は原子構

造緩和を行うと，クラスターの膨張がとどまることなく進行し，無負荷状態を求める

ことができなかったので，原子構造緩和なしの摂動計算で求めたdetCIJの値を示して

いる．これらはいずれも不安定と判定されるが，外力なしに膨張し続けたことからこ

の判定結果は妥当である．

前章の解析で detCIJ が正値をとったCu，Ni単元系クラスターの中心原子を他元素

で置換したクラスターは，中心原子をZrとした系以外でいずれもdetCIJが正値をとっ

た．一方，不安定な Zr，Ti単元系クラスターの中心原子を Cu，Ni原子で置換する

と，detCIJ が正となっている．また，Al原子もTi単元系クラスターを安定化してい

るが，外殻原子がAlであるクラスターは全て不安定となっている．安定なクラスター

の detCIJ の大小関係をみると，Cu，Niを外殻原子とするクラスターは，Al1Cu12を

除いていずれも中心原子を他の元素に置換することで単元系より高い値となっている．

また，Cu，Niを中心とし，Zr，Tiを外殻とするクラスターも，Cu，Ni単元系より高

くなっている．
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5.2.2 主小行列式の値の変化

合金化による安定化について，より詳しく検討するために，detCIJ の主小行列式の

値 (式 (3.19)～(3.23)の左辺)を表 5.2に示す．先述のようにこれらの条件式の値のいず

れかが負となると，系は不安定と判定されるが，その条件によって不安定モードが異

なる．(a)の Spinodal条件はダイラタンシー (膨張)に対するものであり，先述の膨張

するZr1Cu12，Zr1Ni12が実際にこの条件が負となっていることがわかる．Born条件は

引っ張りに対して横方向の Poisson収縮の等方性に関するもので，C44～C66はせん断

変形に対する抵抗である．

単元系で不安定であったAl，Zr，Tiはいずれも Spinodal条件以外負となっている．

これらのクラスターは，中心原子の置換によってBorn条件とせん断条件 3方向の値が

単元系から増加しているが，Alが外殻原子であるクラスターは合金化してもせん断条

件が全て負のため不安定のままである．一方，Zr，Ti単元系の中心原子をCu，Niと

すると，Born条件，せん断条件 3方向が大きく増加して正となり，安定となっている．
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Table 5.2 Minor determinants of detCIJ . (a)Spinodal stability, (b)Born stabil-

ity, (c)C44 stability, (d)C55 stability, (e)C66 stability.

(a)Spinodal (b)Born (c)C44 (d)C55 (e)C66

(GPa3) (GPa2) (GPa) (GPa) (GPa)

Ni1Cu12 1.82E+03 1.80E+02 3.6 4.1 4.5

Al1Cu12 3.15E+02 7.16E+01 1.5 1.6 1.8

Zr1Cu12 −2.30E+01 8.20E+00 −1.6 −1.6 −1.6

Ti1Cu12 7.27E+02 9.97E+01 2.8 2.7 2.8

Cu13 5.81E+02 1.11E+02 1.7 1.7 2.2

Cu1Ni12 3.39E+03 2.66E+02 3.4 3.6 3.8

Al1Ni12 2.75E+03 2.29E+02 4.6 4.6 4.6

Zr1Ni12 −1.24E-01 −5.73E-01 0.1 0.1 0.1

Ti1Ni12 1.64E+03 1.72E+02 3.6 3.7 3.6

Ni13 1.03E+03 1.52E+02 2.5 2.2 2.7

Cu1Al12 −4.94E+00 −5.39E+00 −1.2 −1.2 −0.5

Ni1Al12 3.53E+02 −6.98E+01 −2.7 −2.6 −2.9

Zr1Al12 2.71E+02 4.94E+01 −2.1 −2.2 −2.2

Ti1Al12 1.44E+02 −6.41E+01 −1.9 −1.8 −3.6

Al13 2.73E+03 −1.16E+02 −5.0 −4.9 −4.9

Cu1Zr12 1.28E+03 1.56E+02 3.9 3.9 3.9

Ni1Zr12 2.02E+03 1.90E+02 4.4 4.4 4.4

Al1Zr12 6.81E+01 −3.77E+01 −0.7 −1.0 −1.4

Ti1Zr12 7.46E+03 −2.31E+02 −9.7 −10.0 −9.9

Zr13 4.67E+04 −3.60E+02 −18.9 −18.9 −18.9

Cu1Ti12 2.40E+03 2.10E+02 4.5 4.4 4.4

Ni1Ti12 1.78E+03 1.83E+02 5.2 3.6 3.1

Al1Ti12 9.00E+02 1.47E+02 3.5 0.8 3.4

Zr1Ti12 7.09E+03 −1.54E+02 −9.6 −9.6 −9.8

Ti13 6.73E+04 −2.39E+02 −24.2 −23.0 −23.5

54



5.2.3 電子構造

図 5.2にCuを外殻原子とするクラスターの断面の電子密度分布を示す．等高線間隔

は 0.02 e/Å 3としている．Cu単元系より大きなdetCIJを示したNi1Cu12，Ti1Cu12は，

Cu単元系のそれと似ているが，電子密度の拡がりが小さくなっており，クラスター内

部に電子が局在化している．Ti1Cu12は特にその傾向が顕著であるが，TiとCu間の密

度は低くなっているため，Ni1Cu12より detCIJは小さくなったものと考える．Al1Cu12

も電子密度の拡がりはCu13に比べて小さくなっているが，中心原子と外殻原子の間の

結合が切れており，このために単元系よりも変形抵抗が減少したと考えられる．また，

中心原子を Zrで置換すると，全ての原子間の電子密度が著しく低くなっており，原子

間の結合が切れて不安定となったものと考えられる．

図 5.3はNiを外殻原子とするクラスターの電子密度分布である．やはり，中心原子

を置換すると，電子雲の拡がりが小さくなり，クラスター内の電子の局在化を生じて

いる．Alで置換したときにAlへの電子の局在がなくなっているのは図 5.2のAl1Cu12

と同じである．しかしAl1Ni12の detCIJ はNi単元系よりは大きい値を示した．図 5.2

と図 5.3のAlで置換したクラスターでの分布を比べると，Niまわりに局在した電子は

円ではなく中心方向にわずかに配向している．不安定な Zr1Ni12クラスターはやはり

原子間の結合が消滅している．

いずれも不安定である外殻原子がAlのクラスターは，図 5.4に示すように中心原子

を置換しても各原子間に結合を生じていない．一方，図 5.5および 5.6に示したZr，Ti

を外殻原子とするクラスターは，Cu，Ni，Alと異なりほぼ円形の分布を示す．断面に

おいて外殻原子間の結合が存在すれば図 5.2～5.4のような分布になるので，Zr，Tiク

ラスターでは外殻原子間の結合が極めて弱いことが示唆される．

図 5.5，5.6中の丸で囲んだ部分は図 4.8(b)で述べた外殻原子 3つと中心原子の四面

体の中点に価電子を有する結合である．単元系のこの部分の電子密度は勾配がなく低

い値であるが，中心原子を置換して安定となったクラスターは明確な中心原子－外殻

原子間の強い結合をしている．結合部の電子密度はCu，Niが外殻原子である安定クラ

スター中の直線的結合と比べて低い値であるが，クラスターの detCIJは近いオーダー

である．これは四面体中心に電子を有する結合は 4原子の間で形成されているため，2

原子間での直線的結合よりも変形抵抗を増加させやすい結合形状であるからと考えら
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5.3 結言

Cu，Ni，Al，Zr，Ti単元系クラスターの中心原子を他元素で置換した二元系クラス

ターについて，合金化による単元系孤立クラスターとの格子安定性の差を比較するた

めに，弾性係数の行列式と小行列式の値，および電子構造変化について調べた．得ら

れた結果をまとめて以下に示す．

1. 安定なCu，Ni単元系の中心原子を置換すると，Zrで置換した系以外でいずれも

detCIJ が正値となった．さらに detCIJ の値はAl1Cu12を除いていずれも単元系

より大きな値を示した．

2. 不安定な Zr，Ti単元系の中心原子をCu，Niで置換すると，いずれも detCIJ が

正値となり安定化した．Ti単元系については Al原子で置換した系も detCIJ が

正となった．また，これらの detCIJ の値はCu，Ni単元系より大きくなった．

3. 外殻原子がAlのクラスターは全て detCIJ が負となり不安定であった．

4. 中心原子を Zrで置換して不安定となった Zr1Cu12，Zr1Ni12クラスターは，クラ

スター内部の電子密度が著しく低くなり，原子間の結合が切れていた．

5. 合金化によってCu，Ni単元系クラスターより detCIJ が大きくなった系は，Cu，

Niを外殻原子とする場合は主としてクラスター内部への電子の局在化を生じて

いた．Cu，Niを中心として Zr，Tiを外殻原子としたクラスターは，外殻原子 3

つと中心原子の四面体の中点に電子を有する結合が強くなっていた．
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第6章 元素割合を変えた

　　　　　クラスターの安定性評価

前章では，中心置換二元系クラスターの安定性を調べ，単元系との比較，元素の組

み合わせによる変化を原子間の電子構造から議論した．本章では，クラスター中の元

素割合を変えた二元系クラスターの安定性変化を調べるために，実際に金属ガラスが

構成される Zr70Cu30
(9)を想定して，Cu単元系の外殻原子を全部または一部 Zrに置換

した二元系クラスターCuxZr13−xについて，これまでと同様に安定性変化ならびに電

子構造変化を議論する．

6.1 解析方法

解析対象の 20面体クラスター CuxZr13−x (x = 1～12)を図 6.1に示す．いずれも中

心原子を Cuとし，周囲の外殻原子の元素割合を変化させたものである．外殻原子配

置の自由度も考慮すべきであるが，ここでは簡単のために，それぞれの元素を上下に

偏析させた．解析条件を表 6.1に示す．クラスター内での原子間距離は Zrの結晶状態

での最近接原子間距離 3.17Åとした．前章までと同様，辺長が原子間距離の 4倍の立

方体セル中心に配置して孤立クラスターとして，原子構造緩和および摂動計算を行い

弾性係数CIJ ならびにその行列式 detCIJ を評価した．
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Table 6.1 Calculation conditions for CuxZr13−x icosahedrons.

CuxZr13−x

Number of electrons 　 7x + 52

Distance between atoms (Å) 3.17

Length of cell edge (Å) 12.68

Number of bands 7x + 782

Cutoff energy (eV) 292.24

Number of k points 33
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x = 1　Cu1Zr12 x = 2　Cu2Zr11 x = 3　Cu3Zr10

x = 4　Cu4Zr9 x = 5　Cu5Zr8 x = 6　Cu6Zr7

x = 7　Cu7Zr6 x = 8　Cu8Zr5 x = 9　Cu9Zr4

x = 10　Cu10Zr3 x = 11　Cu11Zr2 x = 12　Cu12Zr1

Cu atom Zr atom

Fig.6.1 CuxZr13−x (x = 1～12) icosahedrons.
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6.2 解析結果と考察

6.2.1 元素割合とクラスターの安定性

CuxZr13−xの弾性係数の行列式 detCIJ の値を図 6.2に示す．図は横軸に Cu原子の

数，縦軸に行列式の値をとっている．中心原子はいずれもCuである．左端の x = 1は

前章で示した，中心がCuで外殻原子が全て ZrのCu1Zr12クラスターである．そのク

ラスターの外殻原子をひとつだけCuに置換すると，値は著しく増加し 1オーダー高い

値となる (4.16×105GPa6)．このCu2Zr11は 1つだけCu-Cuボンドを有する．外殻原子

にCuを 2つ以上 (x≧ 3)有する系では detCIJの値は大きく低下し，Cu1Zr12よりも低

い値となる．クラスター外殻にZr三角格子が 1つだけ存在するCu10Zr3でやや detCIJ

の値は大きくなるが，Zrをひとつだけ外殻原子に含むCu12Zr1クラスターの detCIJの

値は非常に小さくなり，Cu単元系クラスターに近いオーダーとなる．

図 6.3にCuxZr13−xの弾性係数の各成分の変化を示す．最も大きな detCIJ の値を示

した x=2の系では，垂直成分C11～C33，せん断成分C44～C66のいずれも他のクラス

ターより大きくなっており，また異方性も小さい．他のクラスターについても，全体

的な傾向はC11～C33，C44～C66とも，図 6.2の detCIJ のそれと対応している．一方，

x=7のクラスターではC33は大きな値を示しているが，C11，C22は低く，異方性が強

いため detCIJ の値は低くなっている．
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6.2.2 電子構造

図 6.4および 6.5にCuxZr13−xクラスターの断面の電子密度分布を示す．等高線間隔

は 0.02 e/Å 3で記しており，中心原子Cu－外殻原子 Zr間の等高線には後の考察のた

めにその値を記した．赤く高密度になった円の中心が Cu原子であり，原子核近傍が

低い密度になっている原子がZrである．detCIJが著しく大きな値を示したCu2Zr11で

はCu-Cuボンドができたため，図 6.4(b)に示すようにクラスター内部での電子密度が

増加しており，中心原子－ Zr間の電子局在もCu1Zr12より強くなっている．一方，外

殻のCu原子が増えると，電子がCu原子に引き寄せられてクラスター上部に移動して

おり，クラスター下部にある Zrと中心原子との間の結合部分の電子密度は Cu5Zr8を

除いて著しく低下している．Cuが 8つ以上の系では，クラスター下部のCu原子まわ

りの電子密度によって，Zrまわりの電子密度は再び増加している．

x=10までのCuxZr13−xクラスターについて，図 6.6および 6.7に図中右下に示す位

置の Zr三角格子を作る面の電子密度分布を示す．Zr三角格子では図 4.8(b)に示すよ

うな四面体中心に電子を有する結合が形成されており，これは前章で述べたように二

元系クラスター内で電子密度が高くなった場合，直線的結合よりも変形抵抗を増加さ

せると考えられる．Cu2Zr11は三角格子内部での電子密度が Cu1Zr12より増加してお

り，中心原子－ Zr間と外殻部の三角格子に電子が多く局在するという 2つの要因が重

なって detCIJ は急増したものと考えられる．x=3～6では三角格子内部の電子密度の

値は同程度であり，中心原子－ Zr間の電子密度の低下によって detCIJ が減少したこ

とが示唆される．一方，x=7～10では Cuを増やすと三角格子内部の電子密度の高い

部分が広がっており，三角格子の結合力は強くなっていることが示唆され，そのため

に detCIJ が再び増加したものと考えられる．
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Fig.6.4 Distribution of valence electron density in CuxZr13−x(x = 1～6).
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Fig.6.5 Distribution of valence electron density in CuxZr13−x(x = 7～12).
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Fig.6.6 Distribution of valence electron density of the triangle lattice in

CuxZr13−x(x = 1～5).
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Fig.6.7 Distribution of valence electron density of the triangle lattice in

CuxZr13−x(x = 6～10).
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6.3 結言

クラスター中の元素割合を変えたときの安定性変化を調べるために，Zr70Cu30
(9)の

金属ガラスを想定した解析として，Cu単元系の外殻原子を全部または一部 Zrに置換

した二元系クラスターCuxZr13−xの第一原理格子不安定解析を行い，弾性係数の行列

式 detCIJの値，弾性係数の各成分および電子構造の変化について検討した．得られた

結果をまとめて以下に示す．

1. Cuを中心とした二元系クラスターCuxZr13−xの detCIJはいずれも正値であった

が，外殻原子を 1つだけ Cuとし，中心原子と 1つだけ Cu-Cuボンドを有する

Cu2Zr11の値は他と比べて一桁大きい値となった．

2. 外殻原子のCu原子を 2つ以上とすると，detCIJ は中心原子Cu，外殻全てが Zr

のクラスターより低い値となった．x=3～10の範囲では x=7近傍で detCIJの値

が極小値をとり，x=10で比較的大きな値をとった．

3. detCIJ の値が極めて大きいCu2Zr11は，弾性係数の垂直成分C11～C33およびせ

ん断成分C44～C66いずれも他のクラスターに比べて大きくなり，かつ異方性が

小さかった．また，元素割合を変えたときの弾性係数の垂直成分 C11～C33とせ

ん断成分C44～C66の変化の全体的な傾向は，detCIJ のそれと対応していた．

4. Cu2Zr11は，中心原子と Zrの間，外殻の Zr原子が作る三角格子間のいずれにお

いても，Cu1Zr12よりも高い電子密度を示し，Cuを増やすと x=7までは中心原

子－ Zr間の電子密度が低下し，その後 x=10までは Zr三角格子の電子密度が上

昇していることを明らかにした．これらの電子密度変化が detCIJ の変化に対応

している可能性を示唆した．
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第7章 結 論

アモルファス合金設計の指標の 1つとすべく，アモルファス構造の安定化に重要な

20面体クラスターの格子安定性を，平面波基底ウルトラソフト擬ポテンシャル法に基

づく第一原理解析により評価した．本研究で得られた結果を以下に総括する．

第 2章では，第一原理分子動力学法の基礎理論および電子状態計算の高速化手法に

ついて説明し，第 3章では，格子不安定解析の概要ならびに弾性係数を用いた安定性

評価について述べた．

第 4章では，クラスターと結晶の安定性の違い，およびクラスターの周囲の原子の

有無による安定性変化を明らかにすべく，Cu，Ni，Al，Zr，Tiの各単元素について，

孤立クラスター，クラスター準結晶，そして完全結晶の単位格子の解析を行った．ク

ラスターはいずれも Cu，Niが弾性係数 CIJ の成分が全て正となり，その行列式も正

値をとり安定であった．Al，Zr，TiクラスターはCIJ に負の成分を生じる不安定な構

造であった．完全結晶はいずれの元素も正値をとった．Cu，Niの detCIJ の大小関係

は，孤立クラスター＜クラスター準結晶＜完全結晶でいずれもCu＜Niとなった．ク

ラスター内の原子間結合距離はいずれにおいても外殻原子間の距離よりも中心原子－

外殻原子の距離が短く，不安定なクラスターは完全結晶の最近接原子間距離からの差

が大きくなっていた．結合の電子密度分布をみると，Cu，Ni，Alクラスターは 2原子

間で直線的な結合をしているのに対し，Zr，Tiクラスターは 3つの外殻原子と中心原

子の四面体中心に電子を有する結合をしていた．また，Cu，Ni孤立クラスターは中心

原子－外殻原子間に結晶の最近接結合より電子を多く有しており，クラスター準結晶

では個々のボンド結合力は孤立クラスターより弱いが，周期的な構造となることによ

り孤立クラスターと比べて剛性が上昇していることを示した．

第 5章では，合金化による安定性の変化を検討することを目的として，Cu，Ni，Al，

Zr，Ti単元系の中心原子をそれぞれ別の元素で置換したクラスターについて検討した．
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Cu，Niを含むクラスターは，それらが外殻原子である場合は中心原子が Zrのとき，

Cu，Niが中心原子の場合は外殻原子がAlのときだけ不安定となった．Cu，Niを含む

その他の安定なクラスターは，Alを中心とし，Cuを外殻とするクラスター以外，全

てCu，Ni単元系より値が大きくなった．これらのクラスターは，Cu，Niを外殻原子

とするものはクラスター内部へ電子がより局在し，中心原子をCu，Niとするものは 3

つの外殻原子と中心原子の作る四面体の中心に電子を有する結合となっていた．外殻

原子をAlとするクラスターは全て detCIJ が負となり不安定であったが，不安定なTi

クラスターの中心原子をAlとしたものは安定となった．中心がZrで外殻がCuまたは

Niのクラスターは，クラスター内部の電子密度が著しく低くなり結合が切れていた．

第 6章では，クラスター中の元素割合を変えたときの安定性変化を調べるために，実

在する Zr70Cu30の金属ガラスを想定して，Cu単元系の外殻原子を全部または一部 Zr

に置換した二元系クラスターCuxZr13−xを解析した．これらのクラスターはいずれも

detCIJ ＞ 0で安定であった．Cuを中心として Zrを外殻とするクラスターの外殻原子

を 1つだけCuで置換したクラスターは前者に比べて detCIJが一桁大きい値となった．

外殻のCu原子を 2つ以上とすると，detCIJ の値は低下し，Cu単元系のクラスターに

近づいた．

本研究では 5種類の元素について単元系，二元系クラスターの格子不安定性を評価

し，その変化をもたらす要因について，クラスター構造内の電子状態変化から検討し

た．detCIJ の大小関係の物理的意味については議論の余地があるが，CIJ の増加に対

応するものと考えれば，クラスターの力学的特性を表す一つの基準と考えることがで

きる．本論文では 5つの元素しか対象としなかったが，周期表にしたがって様々な元

素のクラスターの格子不安定解析を行い，さらに 3元系以上についても検討すること

で，将来アモルファス合金設計の指針になるデータベースの構築につながるものと期

待される．
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