
SUMMARY

Recent rapid progress in computers has made it possible to elucidate the mechanical

properties such as theoretical strength as well as static atomic structure by using

the ab-initio molecular dynamics. The theoretical strength, however, is evaluated

on the assumption that crystals deform in a definite deformation path because of

computational limitation, so that it is necessary to clarify the relationship between

the theoretical strength and bifurcation criteria to the other deformation path. The

lattice instability analysis based on the classical interatomic potentials have suggested

that the bifurcation to the anisotropic transverse contraction becomes more important

than the theoretical tensile strength in the uniaxial [001] tension.

In this study, the bifurcation point under tension is investigated by means of ab-initio

molecular dynamics. Si and Al single crystal are subjected to the uniaxial [001] tension

under isotropic and anisotropic transverse contractions. The difference in free energy

shows that the deformation path of isotropic Poisson contraction would bifurcate to

anisotropic contraction at εzz = 0.093 and εzz = 0.051 for Si and Al, respectively, while

the theoretical strengths under isotropic contractions reach εzz = 0.25(Si) and εzz =

0.18(Al). Then the lattice instability at these bifurcation points is investigated on the

basis of the positive definiteness of the determinants of elastic stiffness coefficients. It

is shown that the positiveness is violated after the bifurcation point and the instability

is caused by the negativeness of the minor determinants of the stiffness matrix, which

represents the compliance against the anisotropic transverse contractions.



要約

近年の計算機性能の飛躍的な向上によって，非経験的第一原理分子動力学法による変

形解析が可能となり，理想強度等の機械的特性が数多く報告されている．しかしなが

ら，扱える原子数の制限から変形経路を仮定した解析となるため，それより得られる

理想強度と自由度が高い系において生じる他の変形経路への不安定分岐との関係は不

明である．一方で，結晶の安定限界をエネルギーバランスより求める理想格子不安定

性解析では，例えば引張変形において横方向の非等方収縮を考えた場合，あるひずみ

において結晶が不安定になり，よりエネルギー的に低い変形経路への分岐を生じるこ

とが示されている．このように，理想格子不安定条件は均一変形における安定限界を

求めるものであるが，より自由度の高い系における局所の不安定変形開始の指標とな

りうる可能性がある．

本論文では，理想格子不安定条件を第一原理分子動力学法により精密に評価するこ

とを目的とする．その第一歩として，引張変形下での転位発生クライテリアとして重

要と報告されている，横方向非等方収縮への変形分岐条件，および，変形分岐前後での

格子不安定性について，Si単結晶ならびにAl単結晶を解析対象として検討した．[001]

方向引張下において等方的な Poisson収縮から非等方収縮の方がエネルギー，応力と

もに低くなる変形経路への分岐ひずみは，Siは εzz > 0.093，Alは εzz > 0.051である

ことが示された．これらの変形分岐は，等方 Poisson収縮を仮定した変形経路で得ら

れる理想引張強度 εzz = 0.25(Si)および εzz = 0.18(Al)よりはるかに低いひずみで生じ

る．また，各ひずみ下における弾性剛性係数行列式の正値性により，変形分岐前後の

格子不安定性を調べた結果，Si,Alいずれも分岐臨界ひずみ以降は負の値となり不安定

状態となっていることがわかった．また，この不安定は，弾性剛性係数行列において

横方向の非等方変形に対する抵抗を表す部分が負となることによりもたらされること

が明らかになった．
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第1章

緒 論

電子デバイス分野等において，より一層の高密度化・高機能化を目的とした材料の

微細化・無欠陥化が進められている．このように原子レベルまで精密に制御された微小

材料では，原子配置のわずかな変化がその電子的特性に大きな影響を及ぼすため，原

子レベルからの検討が必要となる．

近年の計算機能力の飛躍的な向上を背景に，分子動力学法をはじめとする原子シミュ

レーションによる変形破壊現象の解明が盛んに行われている (1)．従来から行われてい

る，原子間相互作用を簡略化したポテンシャル関数により表す古典的分子動力学法で

は，すでに 10億もの原子の集団的挙動を追跡することが可能となっている (2)−(4)．し

かしながら，古典的分子動力学法では，平衡状態の弾性定数や格子定数にパラメータ

フィッティングされたポテンシャル関数を用いているために，フィッティング時に考慮

した平衡状態から大きく変化するような場合（例えば，大変形時や界面など）におけ

る正当性は保証されない．このため，古典的分子動力学法では，それにより観察され

る現象のメカニズムは議論できても，例えば，臨界応力や界面エネルギー等について

は定量的な評価を行うことができない．

第一原理分子動力学法は，原子間相互作用の評価に簡略化されたポテンシャル関数

を用いずに，各瞬間における原子位置とその原子種のみを必要情報とし，量子力学に

基づいて逐次電子状態を計算し原子に作用する力を精密に評価する手法である．実験

から求めた諸物理量を用いないという意味で非経験的手法とも呼ばれる．ここ 20年で

飛躍的な高精度化・高効率化がなされ，単結晶 bulk状態のみならず表面や粒界・界面
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などといった複雑な系の安定構造や機械的特性の評価への適用が可能となってきてお

り，同手法による電子・原子レベルからの材料特性解明が活発に行われつつある．例

えば，香山らは SiC粒界，SiC/Ti界面の第一原理引張試験 (5)を行い，界面の理想引

張強度を検討している．この理想強度は実際の材料と比較して二桁近く大きいが，こ

れは破壊の起点となるクラック先端の局所的な臨界応力値に対応すると報告している．

尾方らはAlN/Al界面の構造解析を行い (6)，AlN/Al界面の adhesion energyを計算し

ている．このエネルギーが母材であるAlの表面エネルギーと同等であったことから，

AlN/Al界面の結合力が母材のそれと変わらないことを示し，界面剥離が少ないとの

実験事実を理論的に裏付けている．梅野ら (7)や楠ら (8)は，電子デバイス材料として

一般的に用いられている無転位 Si単結晶のせん断解析を行い，その理想せん断理想強

度等を報告している．しかしながら，第一原理分子動力学法は電子状態計算を逐次行

いながら原子運動を追跡するため，膨大な計算を必要とする．このため，古典的分子

動力学法に比べると扱える原子数は極めて少なく，たかだか数十～数百が限界となる．

それゆえ必然的に，理想強度等の解析では変形経路を仮定したものとなるため，自由

度が高い実際の系において生じる他の変形経路への不安定分岐との関係を明らかにす

る必要がある．

変形経路の分岐について，従来より行われてきた格子不安定性解析 (9)−(16)が重要な

指標を与える．格子不安定とは，結晶格子が変形に対する抵抗力を失うことにより，外

から力を加えることなく連続的に変形が進行し，原子構造が元の構造を維持できなく

なる状態を指す．その不安定条件を定量的に評価する手法はBornにより体系化された

(9)．このBornの不安定基準の考え方に基づき，理想結晶の不安定分岐点，および，そ

の分岐経路を求める試みが 1970年代に盛んに行われた (11)−(16)．例えば，α鉄の [001]

方向の引張変形においては，等方的な Poisson収縮の変形経路から，非等方収縮がエ

ネルギー的に低くなる変形経路への分岐を生じることが格子不安定性により示された

(12)．この理想均一結晶の格子不安定性解析はWangら (18) によって拡張され，弾性剛

性係数行列 (20)の正値条件を用いて結晶の不安定性を評価することにより，内部自由

度を有する結晶に適用することが可能となった．また，屋代ら (21)は，自由度の高い
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系において生じる局所変形（転位の発生）の開始が，局所の結晶格子が上述の横方向

非等方変形への不安定分岐を生じたことによって引き起こされていることを明らかに

した．

上述のように，理想格子不安定解析は均一変形における安定限界を求めるものであ

るが，より自由度の高い系における局所の不安定変形開始の指標となる可能性がある．

しかしながら，これまでの格子不安定条件に関する検討は，基本的に原子間相互作用

をポテンシャル関数で表したものであり，不安定分岐に対応する臨界ひずみ等，得ら

れた数値は実際の材料のそれを表しているものではない．そこで本研究では，理想格

子不安定条件を第一原理分子動力学法により精密に評価することを目的とする．その

第一歩として，引張変形下での転位発生クライテリアとして重要と考えられる，横方

向非等方収縮への変形分岐条件について考察する．本論文の各章の構成は以下のとお

りである．

第 2章では，第一原理分子動力学法の基礎理論について述べる．第 3章では，[001]

方向に引張を受ける Si単結晶について，等方的な横方向 Poisson収縮から，非等方収

縮がエネルギー的に低い変形経路となる変形分岐点を第一原理分子動力学法により求

める．また，その分岐前後の格子不安定性について，弾性剛性係数行列の正値性によ

り議論する．第 4章では，fcc金属であるAl単結晶を対象に，第 3章と同様に [001]方

向引張時の横方向分岐について検討する．第 5章では，本研究で得られた結果を総括

する．
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第2章

第一原理分子動力学法の概要

第一原理計算 (First principles calculation, Ab-initio calculation) とは，なんら実験

データを参照せずに，対象とする物質の電子状態を原子番号と原子核の空間的配置を

指定することのみで求めようとする解析手法である．実験で決めた原子間ポテンシャ

ルを用いないという意味で非経験的方法とも呼ばれる．そしてこの第一原理計算によっ

て得られる電子状態から，エネルギー，原子に働く力，セルに働く応力などの諸物理

量を高精度かつ定量的に求めることが可能となる．

第一原理計算は大きく分けて，計算するモデルのサイズによってバンド計算とクラ

スター計算に分類される．バンド計算は結晶の周期性を利用して波数ベクトル空間で

電子状態を解く方法である．それに対し，クラスター計算は有限サイズの原子集団の

電子状態を実空間で解く方法であり，例えば分子軌道法などが挙げられる．固体材料

の特性評価には主として前者のバンド計算が用いられる．

本章では，もっとも多用される第一原理バンド計算手法の一つである，局所密度汎

関数法に基づく平面波基底ノルム保存型疑ポテンシャル法について解説する．

2.1 断熱近似と平均場近似

通常，我々が扱おうとする系は多数の原子核と電子からなる集合体である．そして

電子間，原子核間，および電子と原子核との間には複雑なクーロン相互作用が働いて

おり，一般的に容易に解くことができない．このような複雑な問題を実際に解くこと
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が可能な問題へと帰着するために，通常，以下の 2つの基本的な近似が導入される．

(a)断熱近似

原子核は電子と比較すると非常に重く，電子よりもずっとゆっくりと運動する．この

ため，ある瞬間での原子配置に対して電子が速やかに基底状態をとると仮定すること

ができる．これを断熱近似 (Born-Oppenheimer近似)という．この近似により，原子

核は電子から見ると単なる外部のポテンシャル場とみなされ，原子系と電子系を独立

に扱うことができる．

(b)平均場近似

電子間相互の運動にはPauliの禁制による制約があり，またクーロン相互作用によって

互いに避けあいながら運動するため，多電子系の運動を厳密に取り扱うことはきわめ

て困難である．そこで，電子間の多体相互作用を一電子が感じる平均的な有効ポテン

シャルで置き換える．この近似を平均場近似といい，バンド計算では通常，密度汎関

数法が用いられる．

2.2 密度汎関数法

HohenbergとKohnは，外場ポテンシャル v(r)(原子核からの電場) 中における多電

子系 (N電子系)の基底状態の全エネルギーEtotが電子密度 ρ(r)の汎関数として

Etot[ρ] =
∫
v(r)ρ(r) dr + T [ρ]

+
1

2

∫∫ ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′ dr + E[ρ] (2.1)

と表せることを明らかにした (24)．右辺の各項はそれぞれ，原子核による電子のポテン

シャルエネルギー，相互作用する多電子系での電子の運動エネルギー，電子間クーロ

ン相互作用エネルギー，他の全ての電子間多体相互作用を表す交換相関エネルギーで

ある．このEtotを最小にする ρ(r)が基底状態での電子密度分布となる．

相互作用のない系での電子の状態を表す波動関数 (電子波動関数)をψiとし，その運
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動エネルギー Tsを

Ts[ρ(r)] =
occ∑
i

< ψi|
1

2
∇2|ψi > (2.2)

と書くと，式 (2.1)は

Etot[ρ] =
∫
v(r)ρ(r) dr + Ts[ρ]

+
1

2

∫∫ ρ(r′)ρ(r)

|r′ − r|
dr′ dr + Exc[ρ] (2.3)

Exc[ρ] = T [ρ] − Ts[ρ] + E[ρ] (2.4)

のように書ける．ここで，Excは一電子近似のもとでの交換相関エネルギーであり，電

子間相互作用を考慮した電子の運動エネルギー T [ρ]から，相互作用のない電子の運動

エネルギー Ts[ρ] を分離することによって，電子間の複雑な相互作用を全てこの項に押

し込めている．

電子密度に関する拘束条件
∫
ρ(r)dr = N のもとで式 (2.3)に変分原理を適用するこ

とにより，以下の一電子シュレディンガー方程式 (Kohn–Sham方程式)が得られる (25)．

[−1

2
∇2 + veff(r)]ψi(r) = εiψi(r) (2.5)

ここで， veff(r)は有効一電子ポテンシャルであり次式となる．

veff(r) = v(r) +
∫ ρ(r′)

|r′ − r|
dr′ +

δExc[ρ]

δρ
(2.6)

第 2項は電子間クーロン相互作用項，第 3項は交換相関項である．

電子密度分布 ρ(r)は (2.5)式の解から

ρ(r) =
occ∑
i

|ψi(r)|2 (2.7)

となる．ここで，
∑occ

i は電子が占有している準位についての和をとることを表す．

このようにして，多電子問題は式 (2.5)∼(2.7) を Self–Consistentに解く問題に帰着

される．
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2.3 局所密度近似

Kohn-Sham方程式における，交換相関ポテンシャル ((2.6)式第 3項)には，多電子

系を一電子近似したことによる複雑な相互作用が押し込められており，その汎関数の

厳密な表現はわかっていない．そこで，電子密度の空間変化が十分緩やかであると仮

定して，外場ポテンシャルが一定である一様電子ガスの交換相関エネルギー密度 εxc を

用い，
Exc [ρ] =

∫
εxc (r) ρ (r) dr

µxc(r) =
δExc [ρ (r)]

δρ
= εxc(r) +

d

dρ
ρεxc(r)

 (2.8)

として計算する．つまり，電子密度 ρ(r)の点 rにおける交換相関エネルギーを同じ

電子密度の一様電子ガス中のそれで代用する．これを局所密度近似 (Local Density

Approximation:LDA) という．

この εxc (r) の関数形についてはいくつか提案されている．本研究では以下に示す

Perdewと Zungerの関数形 (26)を用いた．

εxc (r) = εx + εc (2.9)

εx (r) = −0.4582

rs
(2.10)

εc (r) =

 − 0.1423

1 + 1.0529
√
rs + 0.3334rs

(rs > 1)

−0.0480 + 0.0311 ln rs − 0.0116rs + 0.0020rs ln rs (rs < 1)
(2.11)

ここで，

rs =

(
3

4π

1

ρ

) 1
3

(2.12)

であり，交換相関ポテンシャル µxcは式 (2.8)より

µxc (r) = µx + µc (2.13)

µx (r) =
4

3
εx (2.14)

µc (r) =



−0.1423

[
1

1 + 1.0529
√
rs + 0.3334rs

+
rs

3(1 + 1.0529
√
rs + 0.3334rs)2

(
1 +

1.0529

0.6668rs

)]
(rs > 1)

−0.0584 + 0.0311 ln rs − 0.0084rs + 0.00133rs ln rs (rs < 1)

(2.15)
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となる．

2.4 逆格子空間

結晶のように原子が周期的に配置された構造の第一原理計算には，逆格子空間が用

いられる．実空間における格子点の位置ベクトルRが基本並進ベクトル a1,a2,a3に

よって，

R = n1a1 + n2a2 + n3a3 (n1, n2, n3は整数) (2.16)

と表されるとすると，逆格子空間の基本並進ベクトル b1,b2,b3は

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · a2 × a3

b2 = 2π
a3 × a1

a1 · a2 × a3

b3 = 2π
a1 × a2

a1 · a2 × a3

(2.17)

と定義される．これらのベクトル b1,b2,b3によって表される

G = m1b1 +m2b2 +m3b3 (m1,m2,m3は整数) (2.18)

を位置ベクトルとする点の集合が逆格子であり，

G · R = 2π(m1n1 +m2n2 +m3n3) (2.19)

を満たす．結晶の並進対称性から，波動関数 ψ(r)と ψ(r + R)は同じ固有値をとる関

数となり，

ψ(r + R) = λψ(r) (|λ| = 1) (2.20)

の関係を満たす．式 (2.20)はBlochの定理 (34)より

ψ(r + R) = exp(ik · R)ψ(r) (2.21)

のように表される．ここで，kは波数ベクトル

k =
h1

n1

b1 +
h2

n2

b2 +
h3

n3

b3 (h1, h2, h3は整数) (2.22)
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である．式 (2.21)において，k → k + Gとしても (2.19)式より同様に成立する．した

がって，Gを全空間，つまりm1,m2,m3を全ての整数についてとれば，k点はG = 0

を中心としたBrillouinゾーン (逆格子点を中心に近接する逆格子点へのベクトルの垂

直二等分線面で囲まれた空間) に限ってよいことになる．以上より，平面波基底の第

一原理計算では，無限の原子数の固有値問題を系の周期性によりBrillouinゾーン内の

各 k点ごとの固有値問題に置き換えることができる．

2.5 ハミルトニアン

kベクトルについて n番目の固有値をもつ波動関数 ψkn(r)を平面波で展開し，

Ψkn (r) =
∑
G

Cn
k+G | k + G > (2.23)

と表す．ここで，

|k + G >=
1

Ω
exp[i(k + G) · r] (2.24)

であり (Ωは全結晶体積)，規格直交条件

< k + G | k + G′ > =
1

Ω

∫
Ω

exp [−i (k + G) · r] exp [i (k + G′) · r] dr

=
1

Ω

∫
Ω

exp [i (G′ − G) · r] dr

= δGG′ (2.25)

を満たす．式 (2.23)中のΣGは無限個のGについての和を表すが，実際の計算では平

面波の運動エネルギー |k + G|2/2がある一定の値 Ecut 以下のものについてのみ計算

を行う．Ecutはカットオフエネルギーと呼ばれる．電子密度は

ρ (r) =
occ∑
n

BZ∑
k

fnfk |Ψkn (r)|2

=
∑
G

∑
G′

occ∑
n

BZ∑
k

fnfk
1

Ω
Cn∗

k+G′Cn
k+G exp [i (G − G′) · r] (2.26)

で与えられる．ただし fn, fkはそれぞれエネルギー準位 nの占有数，k点の重み付け

因子であり，
∑BZ

k はBrillouinゾーン内の k点についての和をとることを表す．
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以上のように平面波を基底関数として波動関数を展開すると，Kohn–Sham方程式

(2.5)は次のように展開係数を固有ベクトルとする行列固有値問題となる．

∑
G′
< k + G| − 1

2
∇2 + veff |k + G′ > Cn

k+G′ = εkn

∑
G′
< k + G|k + G′ > Cn

k+G′

=⇒
∑
G′
Hk+G,k+G′Cn

k+G′ = εknC
n
k+G (2.27)

以下にハミルトニアン行列要素Hk+G,k+G′ =< k + G| − 1
2
∇2 + veff |k + G′ > の具体的

な表現を示すが，その前に各項において共通な式変換について記しておく．

< k + G|f(r)|k + G′ > =
1

Ω

∫
Ω
f(r) exp[−iG · r] exp[iG′ · r]dr

=
1

Ω

∫
Ω
f(r) exp[−i(G − G′) · r]dr

= f(G − G′) (2.28)

(a) 運動エネルギーの項

運動エネルギーの項は

< k + G | − 1

2
∇2 | k + G′ >=

1

2
|k + G|2 δGG′ (2.29)

である．

一方，式 (2.6)に示したように veff は原子核からのクーロン相互作用項 (v)，電子間

クーロン相互作用項 (Vcoul)，交換相関項 (µxc) からなる．平面波基底バンド計算では

結晶結合に重要な役割を果たす価電子のバンド構造を効率的に計算するため，原子核

からのクーロン項のかわりに内殻電子と原子核を正電荷をもったひとつのポテンシャ

ルとして扱う擬ポテンシャル法が用いられることが多い．擬ポテンシャル法を用いる

ことにより，膨大な平面波数を必要とする内殻電子の波動関数を直接扱うことなく価

電子状態を正確に表すことができる (27)．擬ポテンシャルは電子の角運動量に依存しな

い局所擬ポテンシャル V pp
loc と，依存する非局所擬ポテンシャル V pp

nlocからなり，次式で

表される．

V pp
l (r − Ra) P̂l = V pp

loc (r − Ra) + V pp
nloc,l (r − Ra) P̂l (2.30)
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ここで，P̂lは角運動量 lへの射影演算子，Raは原子核の座標である．

(b) 局所項

局所擬ポテンシャルの行列要素は，

< k + G |V pp
loc (r) | k + G′ >

=
1

Ω

∫
Ω
V pp

loc (r) exp [−i(k + G) · r] exp [i(k + G′) · r] dr

= V pp
loc (G − G′) (2.31)

である．結晶全体の局所擬ポテンシャルは格子周期関数であり，周期セル内の原子 a

からの距離 rに対する局所擬ポテンシャル V pp,loc
a (r)を用いて

V pp
loc (r) =

∑
R

∑
ra

V pp,loc
a (|r − ra − R|) (2.32)

と表せることから，V pp
loc (G − G′)は以下より与えられる．

V pp
loc (G − G′) =

1

Ωat

∑
a

exp[−i(G − G′) · ra]V
pp,loc
a (G − G′) (2.33)

V pp,loc
a (G − G′) =

∫
V pp,loc

a (r) exp(−i(G − G′) · r)dr (2.34)

ここで，Ωatは周期セルの体積，raはセル内の原子 aの位置ベクトル，Rはセルの位

置ベクトルである．

(c)非局所項

非局所項の行列要素は，角運動量 lをもつ電子に対する原子 aからの非局所擬ポテ

ンシャル V pp,loc
a,l (r)により，

< k + G|V pp
nloc(r)|k + G′ > =

1

Ωat

∑
a

exp[−i(G − G′) · ra]V
pp,nloc
a (k + G,k + G′)

= V pp
nloc(k + G,k + G′) (2.35)

V pp,loc
a (k + G,k + G′)

= 4π
∑

l

(2l + 1)Pl(cosω)
∫
V pp,nloc

a,l (r)jl(|k + G|r)jl(|k + G′|r)r2dr

(2.36)
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となる (32)．ここで，Plは Legendre多項式，jlは球Bessel関数であり，ωは k + Gと

k + G′との間の角度である．

本研究で用いたBHS擬ポテンシャルでは，

V pp,loc
a (r) = −Zv

r

[
2∑

i=1

ccore
i erf

[(√
αcore

i r
)]]

(2.37)

V pp,nloc
l,a (r) =

3∑
i=1

(
Ai + r2Ai+3

)
exp

[
−αir

2
]

(2.38)

と定義されている (27)．ここで，Zvは価電子の電荷，αcore
i , ccore

i , αiはBacheletらの論

文 (27)に一覧表となって示されており，Aiはそれらの関数となっている．図 2.1，図 2.2

に Si, Alについての疑ポテンシャルを示す．

(d)クーロンポテンシャルの項

電子密度分布 ρ(r)も格子周期関数であるのでフーリエ級数展開でき，

ρ(r) =
∑
G

ρ(G) exp[iG · r] (2.39)

ρ(G) =
1

Ω

∫
ρ(r) exp[−iG · r] (2.40)

となる．したがって，電子間クーロン項はPoisson方程式 ∇2Vcoul(r) = −4πρ(r)より，

∇2Vcoul(r) = −4π
∑
G

ρ(G) exp[iG · r] (2.41)

となる．これを解いて，

Vcoul(r) = 4π
∑
G

ρ(G)

|G|2
exp[iG · r] (2.42)

が得られる．これより，Vcoul(r)のフーリエ成分は

Vcoul(G) =
1

Ω

∫
Vcoul(r) exp[−iG · r]dr

=
1

Ω

∫
Ω

4π
∑
G′

ρ(G′)

|G′|2
exp[iG′ · r] exp[−iG · r]dr

= 4π
∑
G′

ρ(G′)

|G′|2
∫
Ω

1

Ω
exp[i(G − G′) · r]dr

= 4π
ρ(G)

|G|2
(2.43)
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であるから，電子間クーロン相互作用項のハミルトニアン行列要素は

< k + G |Vcoul (r) | k + G′ > =
1

Ω

∫
Ω
Vcoul (r) exp [−iG · r] exp [iG′ · r] dr

=
1

Ω

∫
Ω
Vcoul (r) exp [−i (G − G′) · r] dr

= Vcoul (G − G′) (2.44)

となる．

(e)交換相関ポテンシャルの項

交換相関項 µxc(r)も同様にフーリエ展開すると，

µxc (r) =
∑
G

µxc (G) exp [iG · r] (2.45)

µxc (G) =
1

Ω

∫
µxc (r) exp [−iG · r] dr (2.46)

となる．したがってハミルトニアン行列要素は (2.44)式と同様に

< k + G |µxc (r) | k + G′ > =
1

Ω

∫
Ω
µxc (r) exp [−iG · r] exp [iG′ · r] dr

=
1

Ω

∫
Ω
µxc (r) exp [−i (G − G′) · r] dr

= µxc (G − G′)

となる．

以上により，ハミルトニアン行列要素は，

Hk+G,k+G′ =
1

2
|k + G|2 δGG′ + V pp

loc (G − G′) + V pp
nloc (k + G,k + G′)

+Vcoul (G − G′) + µxc (G − G′) (2.47)

と逆空間での表式となる．
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2.6 系のエネルギー

全エネルギー Etot は，核（イオン）間相互作用エネルギーEEwaldを加えて，

Etot =
BZ∑
k

occ∑
n

εkn − 1

2

∫
Vcoul (r) ρ (r) dr +

∫
{εxc (r) − µxc (r)} ρ (r) dr + EEwald

(2.48)

と表される．εkn は式 (2.27) の固有値であり，EEwald は核間相互作用エネルギー（イ

オン間静電ポテンシャルエネルギー）を Ewald の方法 (28)によって表したもので，

EEwald =
1

2

∑
a

∑
a′
Za

vZ
a′

v

∑
G ̸=0

4π

Ωat |G|2
exp [iG · (ra − ra′)] exp

[
− |G|2

4γ2

]

+
1

2

∑
a

∑
a′
Za

vZ
a′

v

∑
R

erfc (|R + ra′ − ra| γ)
|R + ra′ − ra|

−
∑
a

Za2
v γ√
π

− Z2π

2Ωatγ2
+ lim

G→0

2πZ2

Ωat |G|2
(2.49)

である．

ここで

ρ(r) =
∑
G

ρ(−G) exp[−iG · r] (2.50)

という関係を用いると

Etot =
1

2

BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G

|k + G|2|Cn
k+G|2 + Ωat

∑
G

V pp
loc (G)ρ(−G)

+
BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G

∑
G′

Cn∗
k+GC

n
k+G′V

pp
nloc(k + G,k + G′)

+
1

2
Ωat

∑
G

Vcoul(G)ρ(−G) + Ωat

∑
G

εxc(G)ρ(−G) + EEwald (2.51)

とフーリエ成分により表現できる．

式 (2.33),(2.43)より，V pp
loc (G) と Vcoul(G) はG = 0で発散するが，これらの発散成

分はEEwaldの発散項とうまく打ち消し合うため，次式のように表すことができる (31)．

Etot =
1

2

BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G=0

|k + G|2
∣∣∣Cn

k+G

∣∣∣2 + Ωat

∑
G̸=0

V pp
loc (G) ρ (−G)
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+
BZ∑
k

fk

occ∑
n

fn

∑
G=0

∑
G′=0

Cn∗
k+GC

n
k+G′V pp

nloc (k + G,k + G′)

+
1

2
Ωat

∑
G ̸=0

Vcoul (G) ρ (−G) +
∑
G=0

εxc (G) ρ (−G) + E ′
Ewald +

∑
a

αaZ

Ωat

(2.52)

ここで，E ′
Ewald は，式 (2.49) の第 5項の発散成分を取り除いたものである．

2.7 応力

スーパーセルの平均応力 σαβ は，式 (2.51)に対称なひずみテンソル εαβ を用いて

r → (I + ε)r というスケーリングを適用し，それを対応するひずみテンソルの成分で

微分することによって得られる (48)(49)．Ωaρ(G)や構造因子

Sa(G) = exp(−iG · ra) (2.53)

はスケーリングの元のもとで不変であるから，平均応力は

∂Kγ

∂εαβ

= −δαγKβ ( Kγ = (k + G)γ ) (2.54)

∂Ωat

∂εαβ

= δαβΩat (2.55)

という関係を用いることにより，

σαβ =
1

Ωat

∂Etot

∂εαβ

= − 1

Ωat

BZ∑
k

occ∑
n

∑
G

fkfn|Cn
k+G|2(k + G)α(k + G)β

− 1

Ωat

∑
G

∑
a

Sa(G){∂V
pp,loc
a (G)

∂(G2)
2GαGβ + V pp,loc

a (G)δαβ}ρ(−G)

+
1

Ωat

BZ∑
k

occ∑
n

∑
G

∑
G′

∑
l

∑
a

fkfnS(G − G′)Cn∗
k+GC

n
k+G′

× ∂

∂εαβ

{ 1

Ωat

V pp,nloc
a,l (k + G,k + G′)}
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+
1

2

∑
G

Vcoul(G)ρ(−G){2GαGβ

|G|2
− δαβ}

+ δαβ

∑
G

(εxc(G) − µxc(G))ρ(−G)

+
1

Ωat

∂EEwald

∂εαβ

− δαβ
Z

Ω2
at

∑
a

αa (2.56)

と表すことができる．ここで疑ポテンシャルにBHS型を用いる場合，局所項は

∂V pp,loc
a (G)

∂(G2)
=

4πZa

G4

2∑
i=1

(1 +
G2

4αcore
i

)ccore
i exp(− G2

4αcore
i

) (2.57)

と表され，非局所項は

1

Ωat

V pp,nloc
a,l (K,K ′) =

4π

Ωat

(2l + 1)Pl(cosω)Fa,l(K,K ′) (2.58)

Fa,l(K,K ′) =
∫ ∞

0
jl(Kr)jl(K

′r)V pp,nloc
a,l (r)r2dr (2.59)

により，

∂

∂εαβ

{ 1

Ωat

V pp,nloc
a,l (k + G,k + G′)}

=
4π

Ωat

(2l + 1)[−δαβPl(cosω)Fa,l(K,K ′) + Pl(cosω)
∂Fa,l(K,K ′)

∂εαβ

+ {cos(
KαKβ

|K|2
+

K ′
αK ′

β

|K ′|2
) −

KαK ′
β + K ′

αKβ

KK ′ }P ′
l (cosω)Fa,l(K,K ′)] (2.60)

と表される．

2.8 電子占有数

金属ではFermiエネルギー εFの近傍に多くのエネルギー準位が存在するため，整数

の占有値では問題が生じる (33)．たとえば時間とともにFermiエネルギー近傍の２つの

準位が交差してしまうと，電子密度が不連続に変化してしまう．このような問題を避

けるために，fnのかわりに非整数の占有数 fi として Fermi分布関数

fi =
1

1 + exp{(εi − εF)/kBT}
(2.61)
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を導入する．kBはボルツマン定数，Tは電子系の温度である．実際の数値計算では

2
∑

i

fi = Z (2.62)

となるように εFを決定する．Zはセル内の総価電子数である．このとき，fiに関する

自由度が増えるので，全エネルギーEtotのかわりに自由エネルギーEf

Ef = Etot − TS (2.63)

S = −kB

∑
i

{fi ln fi + (1 − fi) ln(1 − fi)} (2.64)

を考えなければならない．

2.9 FFT

固有方程式を解いて求めた固有値Cn
k+Gを

ukn(G) =
∑
G

Cn
k+G (2.65)

とおけば，フーリエ逆変換より

ukn(r) =
∑
G

Cn
k+G exp[iG · r] (2.66)

となる．同様に

u∗kn(r) =
∑
G

Cn∗
k+G′ exp[−iG′ · r] (2.67)

であるから，

ukn(r)u∗kn(r) =
∑
G

∑
G′
Cn

k+GC
n∗
k+G′ exp[i(G − G′) · r] (2.68)

したがって，式 (2.26)より

ρ(r) =
occ∑
n

BZ∑
k

fnfk
1

Ω
(ukn(r)u∗kn(r)) (2.69)

となり電子密度分布が得られる．すなわちハミルトニアンから求められる固有ベクト

ルCn
k+Gをフーリエ変換することにより，実空間の電子密度分布 ρ(r)を式 (2.26)に従っ
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て直接評価するより高速に計算できる．ρ(r)が求められれば交換相関エネルギー，交

換相関ポテンシャルの実空間における値が得られ，フーリエ変換によって逆空間での

値も求められる．このように実際の計算ではフーリエ変換を多用するため，一般に高

速フーリエ変換 (Fast Fourier Transformation:FFT)のプログラムが用いられる．

2.10 電子系の最適化手法

平面波基底による電子状態計算では，前節で定式化されたKohn-Sham方程式をセ

ルフコンシストに解くことによって固定した原子配置に対する電子の基底状態を求め

る．オーソドックスな収束計算手法は，ハミルトニアン行列 (式 (2.47))の対角化を繰

り返す方法であるが，この方法では対象とする系によっては多大な計算労力を必要と

する．そこで，近年電子状態計算を効率的に行う方法が開発された (36)−(40)．本研究で

用いた共役勾配法の概要を以下に示す．

共役勾配法の原理

共役勾配法は，一般には正定な係数行列をもつ連立１次方程式を最適化の考えに立っ

て解くために，あるいは，多次元空間の２次関数F (X)の最小化問題を解くために用い

られる計算手法である．共役勾配法では，前者の問題は結局後者の問題に帰着され，適

当な初期値X0から出発して順次修正を加えながらXm−1XmXm+1 と変化させてF (X)

を最小にするXを探索する．

密度汎関数法に基づく電子状態計算では系の全エネルギーEtotは，電子密度すなわ

ち波動関数の汎関数で表され正しい波動関数によって最小化される．したがって，平

面波基底の波動関数を用いた場合には，系の全エネルギーを最小にする係数ベクトル

Cnkを規格直交条件のもとで求める計算を行えばよい．（ここで，Cnkは平面波展開係

数Cn
k+Gを成分に持つベクトルである．）すなわち，

E ′
tot = Etot −

∑
mn

λmn (< Ψmk|Ψnk > −δmn)

= Etot −
∑
mn

λmn

(∑
G

Cm ∗
k+GC

n
k+G − δmn

)
(2.70)
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の最小化を考える．ここで，

λmn =< Ψnk|Ĥ|Ψnk >=
∑
G

∑
G′
Cm ∗

k+GC
n
k+G′Hk+G,k+G′ (2.71)

である．共役勾配法では，次式を残差ベクトル（Gの数だけの成分を持つ）として各

バンド nの各 k点ごとに最適化を行う．

Rnk = −
[
∂E ′

tot

∂Cm ∗
k+G

]
= −

∑
G′

(Hk+G,k+G′ − λnn)Cn
k+G′

 , (G=G1,G2,···,Gmax) (2.72)

以下に金属の電子状態計算において代表的なBKL法 (36)について解説する．

BKL法

BKL法と並んで共役勾配法のもう 1つの代表的な手法であり，全エネルギーの最小

化を行うTPA法 (37)は，絶縁体と半導体には有効であるが，金属には適さない．これ

は，金属ではフェルミ面がぼやけるために非占有状態も考慮しなければならないこと

による．このため，占有状態にしか依存しない全エネルギーを最小化する方法では適

切な電子状態計算を行うことができない．そこで，BKL法では占有状態と非占有状態

の両方について計算できるエネルギー期待値 εkn =< Ψkn|H|Ψkn > の最小化を行う．

したがって，BKL法は，金属はもちろん絶縁体と半導体についても有効な方法である．

具体的な手法としては，まず波動関数の展開係数を成分とする係数ベクトルの残差

ベクトルを求める．次に preconditioningという処理を施し，共役方向ベクトル (探索

方向)を求める．それをもとにして εknを最小にするような新たな係数ベクトルを求め

る．以上の手順を εknが収束するまで繰り返した後に，電子密度とハミルトニアンの

更新を行い全エネルギーを計算する．

<残差ベクトル>

残差ベクトルは前述のとおり次式で表される．ここで ε′knは，式 (2.70)のEtot を εkn

に置き換えたものである．また式中の iは，”i回目のステップにおける”という意味

を表す．

R i
nk = −

[
∂ε′kn

∂C m ∗
k+G

]i

= −
(
H − λi

nI
)
· C i

nk (2.73)
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ただし，

C i
nk =

[
C n,i

k+G′

]
, H = [Hk+G,k+G′ ] , λi

n =< Ψ i
nk

∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ i
nk > (2.74)

である．これは，iのステップにおいて εknを最小にする方向 (最急降下方向)を示すベ

クトルを表している．

R i
nkには，最終的に得られる次のステップの波動関数Ψi+1

nk が同じk点における n以

外の全バンドの波動関数Ψmk (m ̸= n)と直交するように，直交化処理が施される．

R i ′
nk = R i

nk −
∑
m̸=n

(
C i ∗

mk · R i
nk

)
C i

mk (2.75)

<preconditioning>

残差ベクトルR i ′

nkに対して preconditioningという処理を施す．大きな逆格子ベクト

ルについては平面波の運動エネルギーが大きくなるが，このことが残差ベクトルに影

響して収束性を悪化させる．preconditioningは，この問題を回避して収束を速めるた

めに行われる．preconditioningされた残差ベクトルをG i
nkとすると

G i
nk = K i · R i ′

nk (2.76)

と表される．ここで

KGG′ = δGG′
(27 + 18x+ 12x2 + 8x3)

(27 + 18x+ 12x2 + 8x3 + 16x4)
(2.77)

x =
Ekin (G)

Ei
kin

(2.78)

Ekin (G) =
1

2
|k + G|2 (2.79)

Ei
kin = < Ψ i

nk| −
1

2
∇2|Ψ i

nk > (2.80)

である．式 (2.77)は，経験的にそれがよいとされている式である．最後に直交化処理

が施される．

G i ′
nk = G i

nk −
(
C i ∗

nk · G i
nk

)
C i

nk −
∑
m̸=n

(
C i ∗

mk · G i
nk

)
C i

mk (2.81)

ここで，G i
nkはC i

nkと直交しなければならないことに注意が必要である．

<探索方向>
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探索方向は，次のようにして定められる．

F i
nk = G i ′

nk + γ iF i−1
nk (2.82)

γ i =


G i ′ ∗

nk · R i ′
nk

G i−1 ′ ∗
nk · R i−1 ′

nk

(i > 1)

0 (i = 1)

(2.83)

さらに，直交化処理と規格化処理を施す．

F i ′
nk = F i

nk −
(
C i ∗

nk · F i
nk

)
C i

nk (2.84)

D i
nk =

F i ′
nk(

F i ′ ∗
nk · F i ′

nk

) 1
2

(2.85)

<新たな係数ベクトルの組み立て>

新たな係数ベクトルの組立ては次のように行われる．

C i+1
nk = αC i

nk + βDi
nk (2.86)

結合係数 αと βは，エネルギー期待値 εknを最小化するように決定される．すなわち，

C i
nk，Di

nkを基底とする 2 × 2ハミルトニアン行列，[
C i ∗

nkHC i
nk C i ∗

nkHD i
nk

D i ∗
nkHC i

nk D i ∗
nkHD i

nk

]
=

[
ε11 ε12

ε ∗
12 ε22

]
(2.87)

を組立て，この行列の小さい方の固有値 γ，

γ =
ε11 + ε22

2
−
{

(ε11 − ε22)
2

4
+ ε12ε

∗
12

} 1
2

(2.88)

に対応した固有ベクトルによって次式で与えられる．

α =
ε12{

ε12ε∗12 + (ε11 − γ)2
} 1

2

(2.89)

β = − ε11 − γ{
ε12ε∗21 + (ε11 − γ)2

} 1
2

(2.90)

以上の手順を εknが収束するまで繰り返せばよい．計算の全体的な手順を以下に示す．
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1. 係数ベクトルCnkの適当な初期値を，行列計算などによって，全 k点の全状態

について作成する．

2. 各 k点の各状態について，C i
nkからC i+1

nk を組立てる一連の計算を反復し，適当

な条件で打ち切る．打ち切り条件は，例えば，1回のステップでの εknの減少値

が，最初のステップでの減少値の 30%以下や一定値以下になることである．反復

計算が打ち切られれば，同じ k点における次の状態についての計算へと移る．

3. 全 k点の全状態について，1,2の計算が終了したら，この時点で初めて電子密度

とそれに伴うハミルトニアンの更新を行い，全エネルギーを求める．

4. 全エネルギーが収束すれば，計算を終了し，そうでなければ再び 1 ∼ 3を行う．
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第3章

Si単結晶の理想格子不安定解析

古典的ポテンシャル関数を用いて行われた理想格子不安定性解析では，[001]方向に

単軸引張を受ける結晶において最初に表れる不安定条件は，横方向の非等方収縮に対

する変形分岐点に対応することが示されている (12)．また，多原子系の分子動力学シ

ミュレーションにより，転位の発生は局所の結晶格子が横方向の非等方変形を開始す

ることによりもたらされていることが報告されている (21)．本章では，この横方向変形

分岐に対する格子不安定条件を，第一原理分子動力学法により精密に評価することを

目的とし，[001]方向に単純引張を受ける Si単結晶のシミュレーションを行う．

3.1 シミュレーション条件

3.1.1 モデル及び予備解析

図 3.1に示すダイヤモンド構造 Si単結晶単位格子（原子数 8）を解析対象とし，k点

のサンプリング数は全ブリルアンゾーン内に対して 8点，平面波のカットオフエネル

ギーは 8.0a.u. とした．また，擬ポテンシャルにはBHS型擬ポテンシャル (6)を，交換

相関エネルギーの表式には Perdewと Zungerによる関数形 (26)を使用し，単位系とし

てHartree単位系 (付録A参照)を用いた．計算に用いた条件を表 3.1に示す．

まず，予備解析として以下の二つの解析を行った．

(1) 0Kの格子定数 (0.5429nm)において，カットオフエネルギーEcutを変化させた
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時の全エネルギーEtotの変化を計算し，平面波の打ち切りエネルギーを決定する．

(2) 打ち切りエネルギーを (1)で決定した値に固定し，全原子をダイヤモンド構造の

格子位置に配置した状態で格子定数 aを変化させ，格子の膨張・収縮に対する系の自

由エネルギーの変化を計算する．

解析 (1)で得られた，カットオフエネルギーEcutと全エネルギーEtotとの関係を図

3.2に示す．カットオフエネルギーが大きいほど基底状態に近づき全エネルギーは低い

値となる．一方，カットオフエネルギーを大きくとると平面波の数が増加する．それ

に伴い，記憶すべき量が平面波の 2乗に，ハミルトニアンの対角化に要する時間は 3

乗に比例するため，解析精度と計算時間とのバランスをとることが重要である．本解

析では，Ecut = 8.0 a.u.で十分収束したとしてこの値を採用する．

解析 (2)で得られた，格子定数と全エネルギーとの関係を図3.3に示す．a = 0.5374nm

のときに全エネルギーが極小値をとり，誤差は約 1.01%にとどまっている．

x [100] y [010]

z
[001]

Fig.3.1 Simulation cell

Table 3.1 Calculation condition for analysis

Number of atoms 8

Lattice constant 0.5374 nm

Cutoff energy 8 a.u.

Number of k points 2 × 2 × 2

Boundary condition Supercell

Pseudopotential BHS type
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3.1.2 引張シミュレーション

予備解析 (1)(2)において求めた，全エネルギーが最小となる格子定数 0.5374nm で

表されるスーパーセル (図 3.1) を無負荷基準状態とした．その後，種々の引張ひずみ

εzzをスーパーセルの z軸方向に∆εzz = 0.005(または 0.001)刻みで与えて構造緩和を

行った．ここで，横方向の収縮に関して次の 2通りの解析を行った．

解析 I：等方収縮

εxx = εyy の等方収縮条件で横方向圧縮ひずみを与え，それぞれの原子に働くヘルマ

ン–ファインマン力に基づき内部緩和を行う．圧縮ひずみは 5× 10−4刻みで変化させて

計算を行い，与えた引張ひずみ εzz に対して全エネルギーが最小となるスーパーセル

を決定する (図 3.4手順 (a))．

解析 II：非等方収縮

解析 Iで求めたスーパーセルを基準とし，セルの x方向長さ Lx，y方向長さ Ly のア

スペクト比Ly/Lxを体積一定の条件下で 1.00から 1.012まで 0.001刻みで変化させる．

解析 Iと同様に内部構造緩和を行い，各アスペクト比のセルにおける原子構造と全エ

ネルギーを求める (図 3.4手順 (b))．

x

y
z

(a) Deformation path of isotropic 


     Poisson contraction

(b) Deformation path of 


      anisotropic contractionTensile strain ε
zz

Bifurcation point

T
o

ta
l 

E
n

er
g

y
 E

to
t

Fig.3.4 Schematic of two deformation path under tension
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3.2 シミュレーション結果および考察

3.2.1 理想引張強度と横方向変形分岐

解析 I（等方収縮)より得られた全エネルギー – 引張ひずみ関係，および，引張応力

– 引張ひずみ関係を図 3.5，図 3.6に示す．応力は文献 (48)に従い評価した．ひずみの

増加とともに応力は単調に増加し，εzz = 0.25 でピーク応力 18.73GPaを示した．従っ

て，等方収縮を仮定した解析で得られる理想引張強度は εzz = 0.25，σzz = 18.73GPa

となる．

εzz = 0.093～0.099 において，等方収縮下の安定構造からアスペクト比 Ly/Lxを変

えて計算した全エネルギーの変化を図 3.7に示す．図中の破線は解析 Iの等方収縮の場

合 (Ly/Lx = 1に相当)の全エネルギーである．εzz = 0.093以下の引張ひずみにおいて

は，図 3.7(a)に示すように非等方横ひずみ下ではエネルギーが上昇し，等方収縮する

変形経路が最もエネルギーが低い値をとっていたのに対し，εzz = 0.094において等方

収縮の場合よりも非等方収縮の場合にエネルギーが低くなる経路が現れる (図 3.7(b)，

Ly/Lx = 1.001の点)．以降は引張ひずみが大きくなるとともに最もエネルギーの低い

点がアスペクト比の大きな側へとシフトした．等方収縮より低いエネルギーとなるこ

れらの変形経路を全エネルギー–引張ひずみ，および，引張応力–引張ひずみ関係に示

すと図 3.8，図 3.9のようになる．これより，εzz = 0.094の点から等方収縮の場合に比

べてエネルギー，応力ともに低くなる変形経路への分岐を生じることがわかる．また，

この変形分岐を安定限界としたときの理想引張強度は εzz = 0.093, σzz = 10.73GPaと

なる．

変形分岐の臨界ひずみ εzz = 0.093における横方向ひずみは εxx = εyy = −0.033 で

あり，これより ⟨ 011 ⟩方向の分解せん断ひずみは εzx = 0.295と計算される．また，分

解せん断応力は σzx = 10.35GPaとなる．(111)面上の理想均一せん断を仮定した解析

では，垂直方向 (⟨ 111 ⟩, ⟨ 110 ⟩, ⟨ 112 ⟩) 応力を零に制御したときの理想せん断強度が

εzx = 0.30，約 10GPaとなることが報告されている (7)．したがって，(111)面の理想せ

ん断強度と，[001]引張下で生じる横方向非等方変形分岐には密接な関係があることが
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示唆される．
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Fig.3.5 Total energy–Strain curve under tension
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Fig.3.7 Relationships between total energy and aspect ratio of transverse

strain under anisotropic contraction
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3.2.2 変形分岐後の電子構造変化

εzz = 0.099における，等方収縮および，非等方収縮それぞれの (110)面の価電子密

度分布を図 3.10に示す．内殻電子を表示していないため，原子核近傍では密度が低く

なっている．等方収縮下の変形経路では対称性を有しているためA∼Dのボンドは全て

同じ強さであるのに対し，非等方収縮下ではB,Dのボンドが強められ，A,Cのボンド

が弱くなっている．(1̄10)面価電子密度分布の図 3.11では，(110)面と同様に，非等方

収縮下ではB,Dのボンドが強まり，A,Cのボンドが弱まっている．以上のボンドの変

化を図 3.12に模式的に示した．太線が強まったボンドを，波線が弱まったボンドを示

している．すなわち，引張下で広がっていたボンド間隔が，太線部分では戻る側に変

化し，波線部分ではより広がる方向へ変化していることを意味している．これは，図

3.12の右図に矢印で示したような部分転位を生じる原子移動に対応するものと考えら

れる．

x [100] y [010]

z
[001]

(a)  εzz = 0.099 (Isotropic) (b)  εzz = 0.099 (Anisotropic)

A B C D

Fig.3.10 Distribution of valence electron density on (110) plane
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(a)  εzz = 0.099 (Isotropic) (b)  εzz = 0.099 (Anisotropic)

A B C D

x [100] y [010]

z
[001]

Fig.3.11 Distribution of valence electron density on (1̄10) plane
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Fig.3.12 Schematic of change in bond strength
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3.2.3 格子不安定性に関する考察

均一変形する結晶を格子パラメータで表すことにより，系のエネルギー関数の支配

変数を減らして 2次導関数を導出し，その正値性によって系の安定性を評価する従来

の理想格子不安定解析 (11)は，ひずみで表した系全体の変形を，系の弾性剛性係数行

列の正値性に基づいて評価するように拡張された (17)．弾性剛性係数は有限変形下の結

晶の変形抵抗を表す物理量であり，応力と弾性係数により次式のように定義される．

Bijkl =

(
∂σij

∂εkl

)
= Cijkl + (σilδjk + σjlδik + σikδjl + σjkδil − 2σijδkl)/2 (3.1)

ここで εklは無負荷平衡状態からのひずみであり，δijはクロネッカーのデルタである．

Bijklの対象部分Bsym
ijkl = 1

2
(Bijkl + Blkji) の正値性が系の安定性を支配する (19)．本解

析で対象とした横方向等方圧縮条件下の [001]方向引張では，系の安定性は次の 6 × 6

行列の正値性により評価される．

detBIJ = det



B11 B12 B13 0 0 0

B12 B11 B13 0 0 0

B13 B13 B33 0 0 0

0 0 0 B44 0 0

0 0 0 0 B44 0

0 0 0 0 0 B66


(3.2)

ここでBIJ はBsym
ijkl をVoigt表記 (20)したものである．

変形分岐前後の格子不安定性を評価するため，解析 Iの等方収縮の εzz = 0.090 ∼

0.094 の各平衡状態における弾性係数を，微小ひずみ摂動を与えたときの応力勾配か

ら数値的に評価した（模式図 3.13）．得られた弾性係数，および，式 (3.1) より計算さ

れる弾性剛性係数の値を，分岐点前後のひずみ εzz = 0.093と εzz = 0.094 の場合につ

いて表 3.2に示す．また，εzz = 0.090 ∼ 0.094における detBIJの変化を図 3.14に示す．

detBIJ は εzzの増加によって減少し，εzz = 0.093では 0に非常に近い値をとっている

が正値であり安定である．一方，引張ひずみ 0.094で detBIJ が負となった．この不安

定は，図 3.15に示すように行列式 (3.2)の中の横方向変形のバランスを表す主小行列

式
∣∣∣∣ B11 B12

B12 B11

∣∣∣∣ の値が負となることによりもたらされていた．このように，格子不安
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定性の観点からも，εzz > 0.093が横方向変形に対する分岐クライテリアであることが

示された．

∆ε33= �}0.0005 ∆ε11= �}0.0005 ∆ε12=0.00035

C33 = 

∆σ33


∆ε33


C11 = 

∆σ11


∆ε11


C44 = 

∆σ23


∆ε23


C13 = 

∆σ11


∆ε33

C31 = 


x

y 

C55 = 

∆σ13


∆ε13


C66 = 

∆σ12


∆ε12


C21 = 

∆σ22


∆ε11
C12 = 


Fig.3.13 Calculating procedure of elastic constant

Table 3.2 Elastic constants and elastic stiffness coefficients

εzz = 0.093 εzz = 0.094 εzz = 0.093 εzz = 0.094

C11 (GPa) 196.4 195.2 B11 (GPa) 196.4 195.2

C12 (GPa) 195.2 197.5 B12 (GPa) 195.2 197.5

C33 (GPa) 223.5 221.0 B33 (GPa) 234.3 231.8

C13 (GPa) 173.0 164.0 B13 (GPa) 162.2 153.2

C44 (GPa) 29.5 28.9 B44 (GPa) 29.5 28.9

C66 (GPa) 28.9 34.1 B66 (GPa) 39.8 39.6
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3.3 結言

[001]方向に単軸引張を受ける Si単結晶について，横方向等方収縮とした場合と非等

方収縮とした場合の系のエネルギー，および，電子状態を第一原理分子動力学法によ

り検討した．得られた結果を要約して以下に示す．

(1) 引張に対して横方向等方収縮を仮定した場合と，非等方収縮とした場合の系のエ

ネルギーの変化より，εzz = 0.094以降の引張ひずみにおいては，非等方収縮の

方がエネルギー的に低くなる変形分岐が存在することが示された．

(2) (1)の変形分岐時の引張ひずみ，および，横方向 Poisson収縮ひずみから計算さ

れる ⟨011⟩方向分解せん断ひずみは εzx = 0.295であった．これは，第一原理分

子動力学法によって求められた ⟨011⟩方向の理想せん断強度 εzx = 0.30(7)に近い．

(3) 非等方収縮変形時の電子状態変化から，分岐後の変形経路では部分転位に対応す

る方向へ原子が移動するように，ボンドの強弱が変化していることが示された．

これと (2)より，本解析で対象とした引張時の横方向変形分岐は，転位発生に対

する理想せん断強度と密接に関係していることが示唆される．

(4) 各引張ひずみ下における弾性剛性係数を数値的に求め，その正値性に基づき変形

分岐前後の格子不安定性を評価した．その結果，εzz = 0.094以降は弾性剛性係

数の行列式の値が負となり，不安定状態となっていることが示された．また，こ

の不安定は，横方向変形に対する抵抗を表す小行列式B2
11 −B2

12が負となること

によりもたらされることが判明した．このように，格子不安定性の観点からも，

εzz > 0.093が横方向変形に対する分岐クライテリアであることが示された．
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第4章

Al結晶の理想格子不安定解析

本章では，前章と同様に，fcc金属であるAl単結晶を対象として，[001]引張変形下

における変形経路の分岐とその分岐をもたらす電子構造の変化，ならびに格子不安定

性について検討する．

4.1 シミュレーション条件

図 4.1に示すAl単結晶単位格子（原子数 4）を解析対象とした．k点のサンプリン

グ点数はMonkhorstとPackのサンプリング手法 (29)に従い全ブリルアンゾーン内に対

して 27点とし，擬ポテンシャルには BHS型擬ポテンシャル (27)を，交換相関エネル

ギーの表式には Perdewと Zungerによる関数形 (26)を使用した．

前章と同様に，予備解析として次の解析を行った．

(1) 0Kの格子定数 (0.402nm)において，カットオフエネルギーEcutを変化させた時

の自由エネルギーEfreeの変化を計算し，平面波の打ち切りエネルギーを決定する．

(2) 打ち切りエネルギーを (1)より求めた値に固定し，全原子を fcc構造の格子位置

に配置して格子定数 aを変化させ，格子の膨張・収縮に対する系の自由エネルギーの

変化を計算する．

解析 (1)より求めた自由エネルギー–カットオフエネルギー関係を図 4.2に示す．カッ
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トオフエネルギーの増加に伴って自由エネルギーは減少し，Ecut >= 10a.u.で十分収束

した．これより，カットオフエネルギーを 10a.u.とした．

解析 (2)より求めた自由エネルギー–格子定数の関係を図 4.3に示す．自由エネルギー

が最小となるのは a =0.397nmのときであり，Alの格子定数の実験値からのずれは

1.14%となった．

予備解析により決定したカットオフエネルギー，および，基準格子定数を用いて前

章と同様の引張シミュレーション (解析 Iおよび解析 II)を行った．ただし，等方収縮

の解析 Iにおける横ひずみの決定は，系の全エネルギーではなく垂直応力 σxx = σyyが

0となるセルを探索することにより行った．

x [100]


y [010]

z


[001]


Fig.4.1 Simulation cell

Table 4.1 Calculation condition for analysis

Number of atoms 4

Lattice constant a 0.397 nm

Cutoff energy Ecut 10 a.u.

Number of k points 3 × 3 × 3

Mesh fort FFT 32 × 32 × 32

Pseudo potential BHS type

Boundary condition Supercell
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4.2 シミュレーション結果及び考察

4.2.1 理想引張強度と横方向変形分岐

解析 I(等方収縮)より求めた自由エネルギー–引張ひずみ関係，および，引張応力–

引張ひずみ関係を図 4.4，図 4.5に示す．ひずみの増加とともに応力は単調に増加し，

εzz = 0.18 でピーク応力 23.48GPaを示した．従って，等方的収縮を仮定した本解析で

得られるAlの理想引張強度は εzz = 0.18，σzz = 23.48GPaとなる．

等方収縮の安定構造からアスペクト比Ly/Lxを変えて計算した自由エネルギーの変

化（εzz = 0.050～0.055）を図 4.6に示す．図中の破線は，解析 Iの，σxx = σyy = 0の

等方収縮の場合の自由エネルギー (Ly/Lx = 1に相当)を示し，実線が各アスペクト比

における自由エネルギーを示している．εzz = 0.051までは，図 4.6(a)(b)に示すよう

にアスペクト比を変化させるとエネルギーが上昇し，等方収縮する変形経路が最もエ

ネルギーが低い値をとっていたのに対し，εzz = 0.052において等方収縮の場合よりも

エネルギーが低くなる経路が現れる (図 4.6(c)，Ly/Lx = 1.014の点)．以降は引張ひ

ずみが大きくなるとともに最もエネルギーの低い点がアスペクト比の大きな側へとシ

フトした．図 4.7，図 4.8 にこれらのアスペクト比の横方向ひずみにおけるエネルギー

および引張応力を，それぞれ等方収縮の場合の値とあわせて示す．εzz = 0.052の点か

ら等方収縮の場合に比べてエネルギー，応力ともに低くなる変形経路への分岐を生じ

ている．また，この不安定分岐を安定限界としたときの理想引張強度は εzz = 0.052，

σzz = 5.65GPaとなる．
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0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2 0.24

0

4

8

12

16

20

24

28

Tensile strain εzz

T
e
n

si
le

 s
tr

e
ss

 σ
z
z
 ,

 G
P

a

Fig.4.5 Stress–strain curve under tension

42



F
re

e 
en

er
g

y
 E

fr
ee

 ,
 a

.u
.

Aspect ratio Ly/Lx


(b) εzz = 0.051


Aspect ratio Ly/Lx


F
re

e 
en

er
g

y
 E

fr
ee

 ,
 a

.u
.

(a) εzz = 0.050


F
re

e 
en

er
g

y
 E

fr
ee

 ,
 a

.u
.

F
re

e 
en

er
g

y
 E

fr
ee

 ,
 a

.u
.

Aspect ratio Ly/Lx


(d) εzz = 0.053


1
 1
.
0
1
 1
.
0
2
 1
.
0
3
 1
.
0
4

-
8
.
4
0
2
4
6


-
8
.
4
0
2
4
4


-
8
.
4
0
2
4
2


-
8
.
4
0
2
4


-
8
.
4
0
2
3
8


F
re

e 
en

er
g

y
 E

fr
ee

 ,
 a

.u
.

(e) εzz = 0.055


Energy under 


anisotropic contraction

1
 1
.
0
1
 1
.
0
2
 1
.
0
3
 1
.
0
4

-
8
.
4
0
2
5
8


-
8
.
4
0
2
5
6


-
8
.
4
0
2
5
4


-
8
.
4
0
2
5
2


-
8
.
4
0
2
5


1
 1
.
0
1
 1
.
0
2
 1
.
0
3
 1
.
0
4

-
8
.
4
0
2
5
6


-
8
.
4
0
2
5
4


-
8
.
4
0
2
5
2


-
8
.
4
0
2
5


-
8
.
4
0
2
4
8


Aspect ratio Ly/Lx


(c) εzz = 0.052


-
8
.
4


-
8
.
4


-
8
.
4


-
8
.
4


-
8
.
4


1
 1
.
0
1
 1
.
0
2
 1
.
0
3
 1
.
0
4

0
2
3
3


0
2
3
1


0
2
2
9


0
2
2
7


0
2
2
5


Lx

x [100]
y [010]

z
[001]

Ly

Aspect ratio Ly/Lx

1
 1
.
0
1
 1
.
0
2
 1
.
0
3
 1
.
0
4


-
8
.
4
0
2
4
6


-
8
.
4
0
2
4
4


-
8
.
4
0
2
4
2


-
8
.
4
0
2
4


-
8
.
4
0
2
3
8


1
 1.01
 1.02 1.03 1.04

-8.402459


-8.402458

-8.402457

-8.402456

Energy under


isotropic contraction

Fig.4.6 Relationships between free energy and aspect ratio of transverse

strain under anisotropic contraction

43



0.045 0.05 0.055 0.06 0.065
-8.403

-8.4025

-8.402

-8.4015

-8.401

Tensile strain εzz

F
re

e 
en

er
g

y
 E

fr
ee

 ,
 a

.u
.

Isotropic

Anisotropic

Fig.4.7 Free energy–Strain curve under tension

0.045 0.05 0.055 0.06 0.065
4

5

6

7

8

Tensile strain εzz

T
en

si
le

 s
tr

es
s 

σ
zz

 ,
 G

P
a

Isotropic

Anisotropic

Fig.4.8 Stress–Strain curve under tension

44



4.2.2 変形分岐後の電子構造変化

変形分岐後の εzz = 0.052における (111)面の価電子密度分布の変化を図 4.9に示

す．等方収縮の変形経路では，図 4.9(a)に示すように，最近接原子間の電子密度が高

い部分（図中破線）のうち，A部はB,C部に比べ電子密度が高く，B,C部は等しい電

子構造となっている．これは，(001)面上では，等方収縮により原子間距離が減少し，

(100),(010)面上では延伸しているためである．横方向変形のアスペクト比Ly/Lxを増

加（x方向に収縮，y方向に延伸）させる非等方収縮変形下では，図 4.9(b)に示すよう

に，(001)面上のA部はほとんど変化せず，B部で電子密度が減少し，C部で増加する

ような構造に変化した．図 4.10の (111̄)面の価電子密度分布ではB部で増加，C部で

減少し，図 4.11の (11̄1)面ではB部で増加，C部で減少している．以上の電子状態の

変化を図 4.12に模式的に示した．太線が電子密度が増加した最近接原子間，波線が減

少したそれを表している．なお，二重線は Poisson収縮により原子間隔が減少してい

る (001)面上のものであり，引張によって延伸した太線と波線に比べ大きな変化はな

い．引張下で延伸していた太線の最近接原子間の距離が戻る方向に，波線部分はより

広がる方向へ変化することにより，図中矢印で示したように部分転位に対応する原子

移動を生じることが示唆される．
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Fig.4.10 Distribution of valence electron density on (111̄) plane
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4.2.3 格子不安定に関する考察

前章 3.3.3節と同様に，系の安定性を 6×6の弾性剛性係数行列の正値性により評価す

る．変形分岐前後の格子不安定性を評価するため，解析 Iの等方収縮の εzz = 0.035 ∼

0.075 の各平衡状態における弾性係数および弾性剛性係数を計算した．表 4.2に得られ

た弾性係数および弾性剛性係数の値を，変形分岐前後の εzz = 0.051と εzz = 0.052 の

場合について示す．また，εzz = 0.035 ∼ 0.075における detBIJ の変化を図 4.13に示

す．detBIJは εzzの増加によって減少し，εzz <= 0.051では detBIJは正値をとり安定で

あるが，εzz = 0.052となった時に detBIJ が負となる．この不安定は図 4.14に示すよ

うに，行列式 (3.2)の中の横方向変形のバランスを表す主小行列式
∣∣∣∣ B11 B12

B12 B11

∣∣∣∣ の値
が負となることによりもたらされる．このように，fcc金属のAlについても，格子不

安定性の観点から εzz > 0.051が横方向変形に対する分岐クライテリアであることが示

される．

Table 4.2 Elastic constants and elastic stiffness coefficients

εzz = 0.051 εzz = 0.052 εzz = 0.051 εzz = 0.052

C11 (GPa) 225.6 225.4 B11 (GPa) 225.6 225.4

C12 (GPa) 224.3 225.5 B12 (GPa) 224.3 225.5

C33 (GPa) 235.7 235.5 B33 (GPa) 242.2 242.2

C13 (GPa) 117.9 115.7 B13 (GPa) 111.4 109.0

C44 (GPa) 42.2 42.2 B44 (GPa) 42.2 42.2

C66 (GPa) 24.8 34.6 B66 (GPa) 31.6 31.3
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4.3 結言

fcc金属であるAl単結晶について，前章と同様に [001]方向引張変形下での横方向非

等方収縮への変形分岐条件，および，変形分岐前後の格子不安定性について検討した．

得られた結果は以下のとおりである．

(1) 横方向の等方収縮を仮定して得られる理想引張強度εzz = 0.18に対し，εzz = 0.051

を臨界ひずみとする非等方収縮がエネルギー的に低くなる変形経路への分岐が示

された．

(2) 電子構造の変化から，(1)の非等方収縮変形によって，部分転位に対応する方向

への原子の移動が生じることが示された．

(3) 変形分岐ひずみ εzz = 0.052以降は弾性剛性係数行列の行列式が負となる不安定

状態であることが示された．前章同様，この不安定は横方向変形に対する抵抗を

表す小行列式B2
11 −B2

12が負となることによってもたらされていた．このように，

fcc金属であるAlについても，格子不安定性の観点から εzz > 0.051が横方向変

形に対する分岐クライテリアであることが示された．

50



第5章

結 論

第一原理分子動力学法による変形破壊解析は，膨大な計算を必要とするため，必然

的に変形経路を仮定したものとなる．このため，それより得られる理想強度と自由度

の高い実際の系で生じる他の変形経路への分岐との関係を明らかにする必要がある．

本研究では，格子不安定条件に基づく変形分岐解析を第一原理分子動力学法により非

経験的に行うことを目的とする．その第一歩として，引張変形下での転位発生クライ

テリアとして重要と報告されている，横方向非等方収縮への変形分岐について検討し

た．以下に本論文で得られた結果を総括する．

第 3章では，[001]方向 (z軸方向)に単軸引張を受ける Si単結晶について検討した．

等方的な Poisson収縮を仮定して得られる理想引張強度は εzz = 0.25であったのに対

し，非等方収縮を考慮した場合，εzz = 0.094以降の引張ひずみにおいて，非等方収縮

の方がエネルギー，応力ともに低くなる変形経路への分岐が存在することがわかった．

分岐臨界ひずみ εzz = 0.093 における ⟨110⟩方向の分解せん断ひずみは εzx = 0.295で

あり，垂直方向応力 0の条件下における (111)面の理想せん断強度 εzx = 0.30に近い．

また，非等方収縮変形下の電子構造変化からも，部分転位に対応する原子の移動を示

唆する Si間のボンドの変化が認められた．これらより，本解析における引張時の横方

向変形分岐は，転位発生に対する理想せん断強度と密接に関係していることが示唆さ

れた．変形分岐に関して格子不安定性の観点から考察するため，各ひずみ下の弾性剛

性係数を数値的に評価したところ，εzz = 0.094以降は弾性剛性係数の行列式が負とな

る不安定状態になっていることが示された．この不安定は，横方向変形に対する抵抗
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を表す小行列式B2
11 − B2

12が負となることによってもたらされていた．このように格

子不安定性の観点からも εzz > 0.093が [001]引張を受ける Siの横方向変形に対する分

岐クライテリアであることが示された．

第4章では，[001]方向に単軸引張を受けるAl単結晶について，第3章と同様の検討を

行った．その結果，等方Poisson収縮下の理想引張強度 εzz = 0.18に対して，εzz = 0.052

以降の引張ひずみで非等方収縮への変形経路の分岐を生じることが示された．Siと同

様，電子構造変化から非等方収縮により部分転位に対応する原子移動を生じることが

示された．また，弾性剛性係数の正値性に基づく格子不安定性評価からも εzz = 0.052

以降が不安定であることが示され，fcc金属であるAl単結晶においても同手法が不安

定変形開始の指標となりうることが示された．
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付録A

原子単位系

従来の単位系を用いると，電子の質量は me = 9.1095× 10−31kg，原子の大きさの目

安となるボーア半径は a0 = 5.2918× 10−11m となり，原子または分子を扱う場合に大

変不便である．このため，原子単位 (atomic unit; a.u.) とよばれる単位系が用いられ

る．今，水素原子に対する Schrödinger 方程式は，{
− h̄2

2me

∇2 − e2

4πε0r

}
Ψ = EΨ (A.1)

となる．ここで h̄ は，Plank の定数 h を 2π で割ったものであり，me は電子の質量，

−e は電子の電荷である．この方程式を無次元化するために，

x, y, z, −→ λx′, λy′, λz′ (A.2)

とすると，式 (A.1) は，{
− h̄2

2meλ2
∇′2 − e2

4πε0λr′

}
Ψ′ = EΨ′ (A.3)

運動エネルギ，およびポテンシャルエネルギ演算子の前の係数は，λ を，

h̄2

meλ2
=

e2

4πε0λ
= Ea (A.4)

を満たすように置くと，くくり出すことができる．ここで Ea はハートリー（hatree）

と呼ばれるエネルギの原子単位である．また，式 (A.4) を λ について解くと，

λ =
4πε0h̄

2

mee2
= a0 (A.5)
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となり，λ は Bohr 半径 a0 に等しく，長さの原子単位である．式 (A.3)，式 (A.4) に

より，

Ea

{
−1

2
∇′2 − 1

r′

}
Ψ′ = EΨ′ (A.6)

となるので，E ′ = E/Ea とすると，無次元の方程式，

{
−1

2
∇′2 − 1

r′

}
Ψ′ = E ′Ψ′ (A.7)

を得ることができ，これが，原子単位系での Schrödinger 方程式である．表 A に原子

単位系と SI 単位系との関係を示す．

物理量 a.u. (Hartree) SI 単位
長さ 1.0 5.2918 × 10−11 m

質量 1.0 9.1095 × 10−31 kg

時間 1.0 2.4189 × 10−17 sec

エネルギー 1.0 4.3598 × 10−18 J

電荷 1.0 1.6022 × 10−19 C

力 1.0 8.2388 × 10−8 N

応力 1.0 2.9417 × 1013 Pa

また，SI単位系ではないが，よく用いられる物理量として，長さの単位では，1[a.u.] =

0.52981[A]，エネルギの単位では，1[a.u.] = 27.211[eV] などがある．

57



付録B
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