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This paper analyzes grasp stability of two objects in three dimensions. For efficiency of tasks, multiple objects are 

grasped and manipulated by a robot hand. In order to design stable grasp, grasp stability of multiple objects is quantitatively 
evaluated. In case of two grasped objects in three dimensions, the number of parameters of object displacement is twelve. 
However, the displacement of the objects is constrained by each other, because the contact between the objects has to be 
maintained. Independent parameters of the object displacement are provided and then finger displacement is derived. The 
grasp stability is evaluated from the viewpoint of the potential energy method. 
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1. 緒言 

 ロボットで様々な形状の対象物を器用に把握し操るため

には，人間の手のような多関節型多指ロボットハンドが有

効と考えられる．さらに，作業を効率的に遂行するために

は，一つの多指ロボットハンドで複数の対象物を同時に把

握・操ることが必要となる．原田ら(1)は転がりを利用した

複数対象物の操り操作を考察した．吉川ら(2)はパワーグラ

スプを扱った．余ら(3)は力学的平衡条件を基にした指先力

決定問題を扱った．しかし，これらの研究では把握系の安

定性は扱われていない．そこで、著者ら(4)は複数対象物の

中で最も基本的な二次元二対象物把握系の安定性を解析し

た． 

 本論文では文献(4)と同様の問題を，三次元の場合につい

て解析する．二対象物の変位のパラメタ数は 12 であるが，

接触を維持するという拘束条件により，対象物の位置・姿

勢変位に関する独立なパラメタ数は減少する．これを，対

象物同士の接触点座標系で生じる微小変位で表わし，指先

位置の微小変位を導出する．そして，ポテンシャルエネル

ギの観点から把握系の安定性を解析する． 

2. 問題の設定 

 図 1 に示すように，三次元平面内で多指ロボットハンド

により二つの対象物を把握している場合を考える． 
2.1 把握系の安定性の定義 

 外乱により，二つの対象物に微小変位が生じたとする．

二対象物の位置・姿勢変位の独立なパラメタを εとし，把

握系に蓄えられるポテンシャルエネルギを )(εU とおく．初

期把握状態が安定であるための必要十分条件は，微小変位

εに対して次の式を満たすことである． 

 0)0()( >−UU ε  for 0≠∀ε . (1) 

)(εU を Taylor 展開する． 

 ...εεεε +++= HGUU TT
2
1)0()(  (2) 

G は Gradient，H は Hessian である．式(1)および(2)より，

次の二つの条件を満たすならば把握系は安定である． 

(C1) G=0 

(C2) Hが正定 
2.2 仮定 

 問題を明確にするため，本稿の仮定を以下に示す． 

(A1) 対象物および指先は剛体である． 

(A2) 指先と対象物，対象物と対象物はそれぞれ 1 点で接

触をする． 

(A3) 接触点位置，接触点での法線，接触点近傍の曲率は

既知である．また，接触点近傍の 2 方向の主曲率は

同じとする． 

(A4) 初期把握状態は力学的に平衡している． 

(A5) 外乱による対象物の位置・姿勢変位は微小である． 
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Fig. 1 Two objects grasped by a multi-fingered hand 
in three dimensions 



 

 

(A6) 指先の姿勢変位は微小であり，変位と反力との関係

は三次元の直交仮想バネで置き換えられる． 

仮定(A3)は接触点近傍の形状を球近似することを意味する．

仮定(A6)について，指先が回転する一般的な場合は今後の

研究課題とする． 

 仮定(A4)により条件(C1)は満たされている．本稿では，

条件(C2)のヘッシアン H の正定性を用いて把握系の安定性

を評価する． 
2.3 記号 

 図 1 に示すように，把握系に以下の座標系を設定する． 

bΣ : 基準座標系． 

oiΣ : 対象物 i の基準座標系． 

cΣ : 対象物同士の接触点に設定した座標系． 

coiΣ : 対象物同士の接触における対象物 i 側の接触点座標

系 

cijΣ : 対象物 i と指 j との接触における対象物側接触点座

標系． 

fijΣ : 対象物 i に接触している指 j の指先座標系． 

接触点位置，その法線および曲率を次のように表わす． 

coi
oic : oiΣ から見た対象物同士の接触点位置． 

coi
coi c : coiΣ から見た対象物同士の接触点位置． 

cij
oic : oiΣ から見た指と対象物との接触点位置． 

coi
oin : oiΣ で見た対象物同士の接触点の外向き法線． 

cij
oin : oiΣ で見た指との接触点の外向き法線． 

coiκ : 対象物同士の接触点における，対象物 i 側の曲率． 

cijκ : 対象物 i と指 j の接触点における，対象物 i 側の曲

率． 

fijκ : 対象物 i に接触する指 j の指先の曲率． 

初期把握状態における各座標系の位置・姿勢の関係を同次

変換行列を用いて表わす． 
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ただし， 3I は 3×3 の単位行列であり，位置ベクトル p と

回転行列 R は，仮定(A3)の接触点位置，法線，曲率を用い

て次の式で計算できる． 
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各座標系に生じる微小変位を次のように表記する． 
6],[: ℜ∈= TT

oi
T
oioi ξδ x : 初期の oiΣ から見た， oiΣ 自身の変

位量（並進，回転）． 
6],[: ℜ∈= TT

coi
T
coicoi ξδ x : 初期の coiΣ から見た， coiΣ 自身

の変位量（並進，回転）． 

6],[: ℜ∈= TT
cij

T
cijcij ξδ x : 初期の cijΣ から見た， cijΣ 自身の

変位量（並進，回転）． 
3: ℜ∈= fijfij xδ : 初期の fijΣ から見た， fijΣ 自身の並進量． 

これらの微小変位に対応する同次変換行列を，次のように

表記する． 
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ただし，Rot(*)は 3 次元の回転行列であり，プライムは微

小変位後を意味する．対象物が剛体であるという仮定(A1)

より coi
oi

coi
oi TT ='

' , cij
oi

cij
oi TT ='

' である． 

 仮定(A6)の仮想バネの剛性を ],,diag[ zijyijxijij kkkK = と表

記し，指先座標系 fijΣ に沿って設定する．ただし， 0>xik , 

0>yik , 0>zijk である．初期把握状態において圧縮されて

おり，仮定(A4)の初期指先力 ijf を生じているとする．その

圧縮量を =0fijx T
fijfijfij zyx ],,[ 000 と表記すると 

 0fijijij K xf =  (6) 

の関係がある． 

3. 対象物および指先位置の変位 

 対象物と指先の各座標系の微小変位を導出する． 
3.1  対象物同士の接触点座標系 coiΣ の変位 

 まず，対象物同士の接触点座標系 coiΣ で生じる微小変位

を考える．この微小変位には対象物同士が離れないという

拘束より図 2 に示す 11 種類で表せる．このそれぞれに対応

するパラメタを 11],[: ℜ∈= TT
contact

T
rot

T
trans, αααα とおく．

T
trans ,α,αα ][: 321=α は接触点座標系 cΣ の並進量， =:rotα  

T,α,αα ][ 654 は cΣ の回転量， =:contactα T,,,, ][ 1110987 ααααα

は物体間の接触点の変位に相当する弧長を表わす． 

 したがって， coiΣ , (i=1,2)の変位量 coiδ は次の式で表わす

ことができる（図 3）． 
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ただし， 
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である． 

 

 

 



 

 

3.2 対象物座標系 oiΣ と接触点座標系 cijΣ の変位 

 次に， coiδ を用いて，対象物座標系 oiΣ に生じる微小変

位 oiδ と，指先との接触点座標系 cijΣ に生じる微小変位 cijδ

を求める．同次変換行列の関係式は 
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である．したがって， 
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を得る．ただし， )(: coi
oi

cij
oi

oi
coi

cij
coi R ppp −= である． 

3.3 指先座標系 fijΣ の変位 

 座標系 cijΣ が変位すると指先座標系 fijΣ は図 4 に示すよ

うに対象物上を移動する．このときに生じる指先上の接触

点の変位角を T
zijyijxijij ],,[: βββ=β とする．指先の位置変位

が並進のみであるという仮定(A6)から，この fijΣ の微小変

位 fijx は次の式で与えられる． 

 }}{){Rot()(),( 3 fij
cij

ijcijijfij I pxx −+= βαβα . (11) 

ただし， 1
1~: up −= ijfij

cij κ , 111 :~ −−− += fijcijij κκκ である． 

4. 把握の安定性 

 対象物 i に接触する指 j に蓄えられるポテンシャルエネル

ギ ijU は 
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で与えられる．把握系のポテンシャルエネルギは 
 ∑=

ji
ijijUU

,
),( βα  (13) 

となる．ここで， α および ijβ は接触点の摩擦の有無に依

存する．以下では，接触点の摩擦の有無に応じて拘束条件

を求め，ヘッシアンを導出する． 
4.1 対象物間の接触点に摩擦が無い場合 

 対象物間の接触点に摩擦が無い場合，滑りを生じ，対象

物の微小変位は 11 個の独立なパラメタで表せる． 

 11],,[: ℜ∈== TT
contact

T
rot

T
trans

os αααεε  (14) 

右上添え字 os は対象物間が滑ることを意味する． 
4.1.1 指先との接触点に摩擦が無い場合 

 指と対象物との接触点に摩擦が無いとすれば，初期指先

力 ijf は接触点の法線方向のみとなるので， 
 0=yijf , 0=zijf  (15) 

である．また，指先表面上の接触点位置は 2 つのパラメタ
T

zijyijij ],[:
~

ββ=β により表せる．つまり，y, z 平面内の軸ま

わりの回転量で表せるので 
 0=xijβ  (16) 

とおける．指先位置は，指のポテンシャルエネルギ ijU が

局所最小になる位置に変位するので， ijβ
~

は次の式を満た

す． 
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~
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式(11)-(17.a)より，指 j のヘッシアンは 
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となる．ただし， 
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Fig. 4 Displacement of fijΣ  

x
y

z
x

y

z
 

(a) =:transα T,α,αα ][ 321  

 
(b) =:rotα T,α,αα ][ 654  
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(c) =:contactα T,,,, ][ 1110987 ααααα  
Fig. 2 Eleven types of object motion 
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Fig. 3 Displacement of coiΣ  
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である．記号⊗は 3 次元の外積を表わす．右上添え時 fs は

指先が滑ることを意味する．なお，式(17.b)より yijk , zijk , 

xijf は 
 0~ <− yijxijij kfκ , 0~ <− zijxijij kfκ  (20) 

を満たさなければならない． 
4.1.2 指先との接触点に摩擦が有る場合 

 指と対象物の接触点に摩擦が有る場合，指は対象物上を

転がるので， ijβ の拘束条件は 

 cijcijijij ξ1~ −= κκβ . (21) 

で与えられる．したがって，指 j のヘッシアンは 
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となる．ただし， 
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右上添え字 fr は指先が転がることを意味する． 
4.1.3 把握系のヘッシアン 

 以上をまとめると，対象物間に摩擦がない場合，把握系

のヘッシアンは次の式で与えられる． 

 ∑ ℜ∈= ×

ji
ij

os HH
,

1111* . (24) 

記号*は fs または fr である．式(18)および(22)のヘッシアン

より，把握の安定性に対する，指先位置，法線方向，曲率，

指先力，および指先との接触点の摩擦の有無，の関係が明

らかになった． 
4.2 対象物間の接触点に摩擦が有る場合 

 対象物間に摩擦が有る場合，転がり接触となるので対象

物同士の転がり量は一致する．つまり，パラメタは 
 810 αα −= , 911 αα −=  (25) 

となる． T
roll ],,[: 987 ααα=α とすれば，対象物の微小変位は

9 個の独立なパラメタで表せる． 
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ここで， 
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とおくと，式(25)は 

 orTos A εε = . (28) 

と表せる．したがって，ヘッシアンは 

 99

,

* )( ×ℜ∈∑= T
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となる．右上添え字 or は対象物間が転がることを意味する． 

5. 結言 

 三次元二対象物把握系の安定性をポテンシャルエネルギ

の観点から解析した．本稿では，接触点の二方向の主曲率

は同じとし，接触点近傍の形状を球で近似した．まず，対

象物間の接触の拘束を考慮し，二対象物の微小変位に関す

る独立なパラメタを与え，指先位置の微小変位を求めた．

そして，対象物間に摩擦が無い場合について，指先の接触

点に摩擦がある場合と無い場合のそれぞれのヘッシアンを

導出した．把握系のヘッシアンは，各指のヘッシアンを合

計することで求められる．対象物間に摩擦がある場合には，

無い場合の把握系のヘッシアンに転がりの拘束条件に相当

する行列を掛けることで得られることを示した．把握系の

安定性はヘッシアンの固有値により評価できる．これによ

り，把握の安定性に対する，把握パラメタ（接触点位置，

法線方向，曲率，指先力）の効果が明らかになった．本論

文の結果は，安定な把握を実現するための把握パラメタの

設計問題に応用できる．なお，数値例は紙面の都合で省略

した． 
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