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サイコロゲームを題材とした教材開発と実践

浅井寛隆1，愛木豊彦2

　中学校学習指導要領の改訂により，中学校数学科において，確率・統計に関する領域
「資料の活用」が新設された。そこで，生徒が興味・関心を持って「資料の活用」の領域
を学習できるようなサイコロを使ったゲームを考え，教材化した。本論文では，その教
材の内容について報告する。
＜キーワード＞サイコロ，期待値，平均，同様に確からしい，六面体

1.はじめに
　中学校 2年生を対象に，3時間からなる授
業を平成 23年 9月にさせていただくことに
なった。その授業案を考えるに当たり，「資料
の活用」に着目した。それは，「資料の活用」
は現行の学習指導要領改訂の際,新設された
領域なので，教材研究が十分でないと考えた
ためである。中学校学習指導要領解説数学編
[1]によると，「資料の活用」の領域では，資料
に基づいて集団の傾向や特徴をとらえ，それ
をもとに判断することを重視するとある。ま
た，各学年の目標として，第 1学年では「目
的に応じて資料を収集して整理し，その資料
の傾向を読み取る能力を培う」，第2学年では
「不確定な事象を調べることを通して，確率に
ついて理解し用いる能力を培う」，第 3学年
では「母集団から標本を取出し，その傾向を
調べることで，母集団の傾向を読み取る能力
を培う」とある。授業の題材については，実
施時期が中学 2年生の 9月なので，確率の基
礎的な概念について，1年生で学習した方法
を用いて考察できる内容にしたいと考えた。
そこで，不確定な事象における試行から資料
となるデータを収集・処理をし，それらをも
とに考察できるような授業を開発することに
した。次節で示す題材は [2][3]を参考にして，

開発したものである。

2．授業の概要
　 2.1.題材について
　本論文で述べる授業の題材はサイコロを使
ったゲームである。そのゲームとは次に示す
ものである。「サイコロを二人で交互に振り，
先に1から6のすべての目が出たほうが勝ち。
ただし，サイコロは 1人 2個持つことができ，
ゲーム中に自由に交換してよい。出た目は下
になった面の数字とする」
このゲームでは，立方体以外のものでも以

下の条件を満たせば，サイコロと呼ぶことに
する。

• 工作用紙で作られている

• 六面体である

• 1つの面に 1から 6の数字が 1つずつか
かれている

• 面を貼りあわせて作ってもよい

従って，上の条件を満たすように数字をか
けば，五角錐でもサイコロと呼ぶ。このよう
な立体でも，出た目が一つに決まるよう，下
になった面の数字を出た目とする。このゲー
ムで勝つためには，できるだけ少ない回数で
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1から 6のすべての目を出さなければならな
い。そこで，面の出やすさや二つのサイコロ
の組み合わせを考える必要がある。サイコロ
の例として以下のようなものがある。写真 1
にある立方体の形をしている普通のサイコロ
を立方体サイコロと呼ぶ。また，写真2，3，4
にある二つの面，三つの面，四つの面が出や
すいサイコロを，それぞれ二面サイコロ，三
面サイコロ，四面サイコロと呼ぶことにする。

写真 1

写真 2

写真 3

写真 4

ここで，1から 6のすべての目が出る回数
をXとおく。以下，次の三通りのサイコロの
組み合わせを考える。

(ア)立方体サイコロに1～6までの数字が各
面に一つずつかかれたものを一つ持った場合

(イ)二面サイコロの出やすい二つの面に 1
と 2を一つずつかき，残りの四面に 3から 6
までが一つずつかいてあるサイコロと，四面
サイコロの出やすい四つの面に 3から 6まで
を一つずつかき，残りの二面に 1と 2を一つ
ずつかいたサイコロの二つのサイコロを持っ
た場合

(ウ)一つの三面サイコロの出やすい三つの
面に 1から 3までを一つずつかき，残りの三
面に 4から 6までを一つずつかく。もう一つ
の三面サイコロの出やすい三つの面に 4から
6までを一つずつかき，残りの三面に 1から3
までを一つずつかく。これら二つのサイコロ
を持った場合
これらの三つの各場合において，300回ゲー

ムを行ったときのXの平均値は，(ア)の場合
は 14.87回，(イ)の場合は 11.33回，(ウ)の場
合は 10.66回であった。

(ア)，(イ)，(ウ)の三つの場合のX の期待
値をそれぞれ求める。
まず，(ウ)の場合を考える。このとき出や

すい三つの面以外の面は出ないとし，出やす
い三つの面はそれぞれ同じ確率で出ると仮定
する。
an:n回で 1種類の目しか出ない確率
bn:n回で 2種類の目しか出ない確率
cn:n回で 3種類すべての目が出る確率

とする。このとき an,bn,cnは
an = 1

3n−1 (n ≥ 1)

bn = 2
3
an−1 +

2
3
bn−1 (n ≥ 3), b2 =

2
3

cn = 1
3
bn−1 (n ≥ 3)

を満たす。以上の漸化式から an,bn,cnの一般
項を求める。
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まず,

bn =
2

3
bn−1 +

2

3n−1

を得る。よって{
bn+1 =

2
3
bn +

2
3n

(n ≥ 2)

b2 =
2
3

より,

3n+1bn+1 = 2 · 3nbn + 6

である。ここで, xn = 3nbnとすると{
xn+1 = 2xn + 6 (n ≥ 2)

x2 = 6

を得る。さらに,

yn = xn+1とすると{
yn+1 = 2yn + 6 (n ≥ 1)

y1 = 6

となる。ここで,

yn + 6 = 12 · 2n−1

より,

yn + 6 = 12 · 2n−1

yn = 12 · 2n−1 − 6

xn = 12 · 2n−2 − 6

3nbn = 12 · 2n−2 − 6

bn =
12 · 2n−2 − 6

3n

bn =
2n − 2

3n−1

cn =
2n−1 − 2

3n−1

となる。
このことより, (ウ)の場合, k回 (k ≥ 6)で
ゲームを終える確率 P (X = k)は,

P (X = k) =
k−3∑
n=3

cnck−n

と表せる。ここで,
k−3∑
n=3

cnck−n

=
k−3∑
n=3

(
2

3

)n−1(
1− 1

2n−2

)(
2

3

)k−n−1

(
1− 1

2k−n−2

)
=

k−3∑
n=3

(
2

3

)k−2(
1− 1

2n−2
− 1

2k−n−2
+

1

2k−4

)
=

(
2
3

)k−2 k−3∑
n=3

(
1− 1

2n−2
− 1

2k−n−2
+

1

2k−4

)
=

(
2
3

)k−2
(

k−3∑
n=3

1−
k−3∑
n=3

1

2n−2

−
k−3∑
n=3

1

2k−n−2
+

1

2k−4

k−3∑
n=3

1

)

=

(
2
3

)k−2

(k − 5) + 4
3k−2 (k − 5)

−
(

2
3

)k−2
(

k−3∑
n=3

1

2n−2
+

k−3∑
n=3

1

2k−n−2

)
(1)

である。ここで,
k−3∑
n=3

1

2n−2

= 2

(k−3∑
n=1

1

2n−2
−
(
1 +

1

2

))
= 2

(
1− 1

2k−3

1− 1
2

− 3
2

)
= 1− 1

2k−5

また,
k−3∑
n=3

1

2k−n−2

=
k−3∑
n=3

2n+2−k
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= 23−k

k−3∑
n=3

2n−1

= 23−k

(k−3∑
n=1

2n−1 − (1 + 2)

)
= 23−k

(
1−2k−3

1−2
− 3

)
= 1− 25−k

である。(1)より, k ≥ 6に対し,
P (X = k)

= (2
3
)k−2(k − 5) + 4

3k−2 (k − 5)

−(2
3
)k−2

(
1− 1

2k−5 + 1− 25−k
)

= k(2
3
)k−2 − 7(2

3
)k−2 + 4k

(
1

3k−2

)
− 4

(
1

3k−2

)
となる。

次に, X の期待値を求める。(ウ)の場合の
Xの期待値E(X)は,

E(X) =
∞∑
k=6

k

(
k−3∑
n=3

cnck−n

)

と表せる。ここで,
∞∑
k=6

k

(
k−3∑
n=3

cnck−n

)

=
∞∑
k=6

(
k2

(
2

3

)k−2

− 7k

(
2

3

)k−2

+ 4k2

(
1

3k−2

)
−4k

(
1

3k−2

))
(2)

となる。

ここで二つの公式を紹介する。
公式 1
n∑

k=1

krk−1 =
1− rn

(1− r)2
− nrn

1− r

公式 2
n∑

k=1

k2rk−1 =
1

(1− r)2

(
−1 +

2(1− rn)

1− r
− (2n− 1)rn

)
− n2rn

1− r

(2)の右辺の各項について考える。まず,第 1
項について考える

(第 1項)

=
∞∑
k=6

k2

(
2

3

)k−2

= 3
2

( ∞∑
k=1

k2

(
2

3

)k−1

−
5∑

k=1

k2

(
2

3

)k−2)
(3)

である。ここで, Ts =
s∑

k=1

k2

(
2

3

)k−1

(s ≥ 1)

とすると,公式 2より
Ts

= 1
(1− 2

3
)2

(
−1+

2(1− 2
3

s
)

1− 2
3

− (2s−1)(2
3
)s
)
− s2( 2

3
)s

1− 2
3

= 45− 18s(2
3
)s − 30(2

3
)s−1 − 3s2(2

3
)s

である。よって,

lim
s→∞

Ts = 45

なので, (3)より
(第 1項)

= 3
2

(
45− (45− 90(2

3
)5 − 30(2

3
)4 − 75(2

3
)5)

)
= 1120

27

となる。
次に第 2項について考えると
(第 2項)

=
∞∑
k=6

7k

(
2

3

)k−2

= 21
2

∞∑
k=6

k

(
2

3

)k−1

= 21
2

(
∞∑
k=1

k

(
2

3

)k−1

−
5∑

k=1

k

(
2

3

)k−1
)

(4)

である。ここで, Us =
s∑

k=1

k

(
2

3

)k−1

(s ≥ 1)

とすると,公式 1より
Us =

1−( 2
3
)s

(1− 2
3
)2
− s( 2

3
)s

1− 2
3

= 9− 9(2
3
)s − 3s(2

3
)s

である。よって,

lim
s→∞

Us = 9

なので, (4)より,
(第 2項)

= 21
2

(
9−

(
9− 9(2

3
)5 − 15(2

3
)5
))

= 896
27

となる。
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次に第 3項について考えると
(第 3項)

=
∞∑
k=6

4k2

(
1

3k−2

)
= 12

(
∞∑
k=1

k2

(
1

3k−1

)
−

5∑
k=1

k2

(
1

3k−1

))
(5)

である。ここで, Vs =
s∑

k=1

k2

(
1

3k−1

)
(s ≥ 1)

とすると,公式 2より
Vs

= 1
(1− 1

3
)2

(
−1+

2(1− 1
3s

)

1− 1
3

− (2s−1)( 1
3s
)

)
− s2( 1

3s
)

1− 1
3

= 9
2
− 3

2
( 1
3s−1 )− 9

2
s( 1

3s
)− 3

2
s2( 1

3s
)

である。よって,

lim
s→∞

Vs =
9

2

なので, (5)より,
(第 3項)

= 12

(
9
2
− (9

2
− 3

2
( 1
34
)− 59

2
( 1
35
)− 253

2
( 1
35
))

)
= 86

27

となる。
次に第 4項について考えると
(第 4項)

=
∞∑
k=6

4k

(
1

3k−2

)
= 12

( ∞∑
k=1

k

(
1

3k−1

)
−

5∑
k=1

k

(
1

3k−1

))
(6)

である。ここでWs =
s∑

k=1

k

(
1

3k−1

)
(s ≥ 1)と

すると,公式 1より
Ws =

1−( 1
3s

)

(1− 1
3
)2
− s( 1

3s
)

1− 1
3

= 9
4
− 9

4
( 1
3s
)− 3

2
s( 1

3s
)

である。よって,

lim
s→∞

Ws =
9

4

なので, (6)より,
(第 4項)

= 12

(
9
4
− (9

4
− 9

4
( 1
35
)− 53

2
( 1
35
))

)

= 13
27

となる。よって,
E(X)

= 1120
27

− 896
27

+ 86
27

− 13
27

= 11

以上より, (ウ)の場合のXの期待値は 11回
である。

次に, (イ)の場合を考える。このとき二面
サイコロでは, 出やすい二つの面以外の面は
出ないとし, 出やすい二つの面はそれぞれ同
じ確率で出ると仮定する。四面サイコロでは,
出やすい四つの面以外の面は出ないとし, 出
やすい四つの面はそれぞれ同じ確率で出ると
仮定する。
まず,二面サイコロにおいて, n回で二種類

の目が出る確率 Pnは

Pn =
1

2n−1

である。
次に,四面サイコロにおいて,
an:n回で 1種類の目しか出ない確率
bn:n回で 2種類の目しか出ない確率
cn:n回で 3種類の目しか出ない確率
dn:n回で 4種類すべての目が出る確率

とする。
このとき, an, bn, cn, dnは

an = 1
4n−1 (n ≥ 1)

bn = 3
4
an−1 +

1
2
bn−1 (n ≥ 3), b2 =

3
4

cn = 1
2
bn−1 +

3
4
cn−1 (n ≥ 4), c3 =

3
8

dn = 1
4
cn−1 (n ≥ 4)

を満たす。以下,上の漸化式から an, bn, cn, dn
の一般項を求める。
まず,

bn =
1

2
bn−1 +

3

4n−1

を得る。ここで,

4n+1bn+1 = 2 · 4nbn + 12
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より, xn = 4nbnとすると{
xn+1 = 2xn + 12 (n ≥ 2)

x2 = 12

となる。さらに, yn = xn+1とすると{
yn+1 = 2yn + 12 (n ≥ 1)

y1 = 12

となる。ここで,

yn + 12 = 24 · 2n−1

より,

yn = 24 · 2n−1 − 12

xn = 12(2n−1 − 1)

4nbn = 12(2n−1 − 1)

bn =
3

4n−1
(2n−1 − 1)

となる。
次に, cnの一般項を求める。
まず, 上の漸化式より, 2つの定数 α, β に
対し,

αbn+βcn =

(
1

2
α +

1

2
β

)
bn−1+

3

4
βcn−1+

3

4n−1
α

(7)

が成り立つ。
より簡単な漸化式に帰着させるため，ここ
で, α : β = (1

2
α+ 1

2
β) : 3

4
βとすると,

α = 2β

を得る。これを (7)に代入すると,

2βbn + βcn =
3

2
βbn−1 +

3

4
βcn−1 +

6

4n−1
β

2bn + cn =
3

2
bn−1 +

3

4
cn−1 +

6

4n−1

となる。

次に, xn = 2bn + cnとすると,

xn =
3

4
xn−1 +

6

4n−1

である。よって,{
xn+1 =

3
4
xn +

6
4n−1 (n ≥ 3)

x3 =
3
2

が成り立つ。ここで,

4n+1xn+1 = 3 · 4nxn + 24

より, yn = 4nxnとすると,{
yn+1 = 3yn + 24 (n ≥ 3)

y3 = 96

が成り立つ。さらに, zn = yn+2とすると,{
zn+1 = 3zn + 24 (n ≥ 1)

z1 = 96

を得る。従って,{
zn+1 + 12 = 3(zn + 12)

z1 + 12 = 108

より,
zn + 12 = 108 · 3n−1

となる。よって,

zn = 108 · 3n−1 − 12

zn = 12(3n+1 − 1)

yn+2 = 12(3n+1 − 1)

yn = 12(3n−1 − 1)

4nxn = 12(3n−1 − 1)

xn =
3

4n−1
(3n−1 − 1)

cn = xn − 2bn

cn =
3

4n−1
(3n−1)− 6

4n−1
(2n−1 − 1)

cn =
3

4n−1
(3n−1 − 2n + 1)
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である。さらに,

dn =
1

4
cn−1

dn =
3

4n−1
(3n−2 − 2n−1 + 1)

を得る。
ゆえに, (イ)の場合n回で1から 6のすべて
の目が出る確率 P (X = n)(n ≥ 6)は
P (X = n)

=
n−4∑
k=2

1

2k−1
· 3

4n−k−1

(
3n−k−2 − 2n−k−1 + 1

)
である。ここで,

n−4∑
k=2

1

2k−1
· 3

4n−k−1

(
3n−k−2 − 2n−k−1 + 1

)
= 3

4n

n−4∑
k=2

1

2k−1
·4k−1 ·42

(
3n−k−2 − 2n−k−1 + 1

)
= 3

4n−2

n−4∑
k=2

2k−1

(
3n · 1

3k+2
− 2n · 1

2k+1
+ 1

)
= 3

4n−2

n−4∑
k=2

(
3n−3

(
2

3

)k−1

− 2n−2 + 2k−1

)

=
(
3
4

)n−2
n−4∑
k=2

(
2

3

)k−1

− 3

2n−2

n−4∑
k=2

1

+ 3
4n−2

n−4∑
k=2

2k−1 (8)

である。ここで, 上式の右辺の各項について
考える。

(第 1項) =
n−4∑
k=1

(
2

3

)k−1

− 1

=
1− (2

3
)n−4

1− 2
3

− 1

= 2− 3

(
2

3

)n−4

である。次に

(第 2項) = n− 5

である。また

(第 3項) =
n−4∑
k=1

2k−1 − 1

=
2n−4 − 1

2− 1
− 1

= 2n−4 − 2

である。よって, (8)より
P (X = n)

=
(
3
4

)n−2
(
2− 3

(
2
3

)n−4
)
− 3

(
1

2n−2

)
(n− 5)

+ 3
4n−2 (2

n−4 − 2)

= 2(3
4
)n−2 − 27

4
( 1
2n−2 )− 3n( 1

2n−2 )

+15( 1
2n−2 ) +

3
4
( 1
2n−2 )− 6( 1

4n−2 )

= 2(3
4
)n−2 + 9( 1

2n−2 )− 3n( 1
2n−2 )− 6( 1

4n−2 )

である。
次にXの期待値を求める。(イ)の場合のX

の期待値E(X)は,
E(X)

=
∞∑
k=6

k

(
2

(
3

4

)k−2

+ 9

(
1

2k−2

)
− 3k

(
1

2k−2

)
−6

(
1

4k−2

))
である。よって,

∞∑
k=6

k

(
2

(
3

4

)k−2

+ 9

(
1

2k−2

)
− 3k

(
1

2k−2

)
−6

(
1

4k−2

))
= 8

3

∞∑
k=6

k

(
3

4

)k−1

+ 18
∞∑
k=6

k

(
1

2k−1

)
−6

∞∑
k=6

k2

(
1

2k−1

)
−24

∞∑
k=6

k

(
1

4k−1

)
(9)

ここで, (9)の右辺の各項について考える。
(第 1項)

= 8
3

(
∞∑
k=1

k

(
3

4

)k−1

−
5∑

k=1

k

(
3

4

)k−1
)

(10)

なので, Ts =
s∑

k=1

k

(
3

4

)k−1

(s ≥ 1)とすると,

Ts =
1−( 3

4
)s

(1− 3
4
)2
− s( 3

4
)s

1− 3
4

= 16− 16(3
4
)s − 4s(3

4
)s
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となる。よって

lim
s→∞

Ts = 16

なので, (10)より
(第 1項)

= 8
3

(
16−

(
16− 16

(
3
4

)5 − 20
(
3
4

)5))
= 96(3

4
)5

を得る。次に,

(第 2項)

= 18
∞∑
k=6

k

(
1

2k−1

)
= 18

(
∞∑
k=1

k

(
1

2k−1

)
−

5∑
k=1

k

(
1

2k−1

))
(11)

なので, Us =
s∑

k=1

k

(
1

2k−1

)
(s ≥ 1)とすると,

Us =
1− 1

2s

(1− 1
2
)2
− s( 1

2s
)

1− 1
2

= 4− 1
2s−2 − s( 1

2s−1 )

となる。
lim
s→∞

Us = 4

なので, (11)より
(第 2項)

= 18

(
4−

(
4− 1

23
− 5

24

))
= 63

23

を得る。また,

(第 3項)

= 6

(
∞∑
k=1

k2

(
1

2k−1

)
−

5∑
k=1

k2

(
1

2k−1

))
(12)

なので, Vs =
s∑

k=1

k2

(
1

2k−1

)
(s ≥ 1)とすると,

Vs

= 1
(1− 1

2
)2

(
−1 +

2(1−( 1
2s

))

1− 1
2

− (2s− 1)( 1
2s
)

)
− s2( 1

2s
)

1− 1
2

= 12− 3( 1
2s−2 )− s( 1

2s−3 )− s2( 1
2s−1 )

となる。
lim
s→∞

Vs = 12

なので, (12)より
(第 3項)

= 6

(
12−

(
12− 3

23
− 5

22
− 25

24

))
= 153

23

を得る。さらに,
(第 4項)

= 24
∞∑
k=6

k

(
1

4k−1

)
= 24

(
∞∑
k=1

k

(
1

4k−1

)
−

5∑
k=1

k

(
1

4k−1

))
(13)

なので, Ws =
s∑

k=1

k

(
1

4k−1

)
(s ≥ 1)とすると,

Ws =
1− 1

4s

(1− 1
4
)2
− s( 1

4s
)

1− 1
4

= 16
9
− 16

9
( 1
4s
)− 4

3
s( 1

4s
)

となる。

lim
s→∞

Ws =
16

9

なので, (13)より
(第 4項)

= 24

(
16
9
− (16

9
− 16

9
( 1
45
)− 20

3
( 1
45
))

)
= 38

3
( 1
43
)

を得る。よって, (9)より
E(X)

= 96(3
4
)5 + 63

23
− 153

23
− 38

3
( 1
43
)

= 34
3

以上より, (イ)の場合のXの期待値は 34
3
回

である。

次に (ア)の場合を考える。このとき六つの
面はそれぞれ同じ確率で出ると仮定する。六
面サイコロにおいて,
an:n回で 1種類の目しか出ない確率
bn:n回で 2種類の目しか出ない確率
cn:n回で 3種類の目しか出ない確率
dn:n回で 4種類の目しか出ない確率
en:n回で 5種類の目しか出ない確率
fn:n回で 6種類すべての目が出る確率

とする。
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このとき, an, bn, cn, dn, en, fnは

an = 1
6n−1 (n ≥ 1)

bn = 5
6
an−1 +

1
3
bn−1 (n ≥ 3), b2 =

5
6

cn = 2
3
bn−1 +

1
2
cn−1 (n ≥ 4), c3 =

5
9

dn = 1
2
cn−1 +

2
3
dn−1 (n ≥ 5), d4 =

5
18

en = 1
3
dn−1 +

5
6
en−1 (n ≥ 6), e5 =

5
54

fn = 1
6
en−1 (n ≥ 6)

を満たす。以下,上の漸化式から an, bn, cn, dn,
en, fnの一般項を求める。
まず,

bn =
1

3
bn−1 +

5

6n−1

を得る。よって,{
bn+1 =

1
3
bn +

5
6n

(n ≥ 2)

b2 =
5
6

となる。ここで,

6n+1bn+1 = 2 · 6nbn + 30

より, gn = 6nbnとすると{
gn+1 = 2gn + 30 (n ≥ 2)

g2 = 30

となる。さらに, hn = gn+1とすると,{
hn+1 = 2hn + 30 (n ≥ 1)

h1 = 30

を得る。従って,{
hn+1 + 30 = 2(hn + 30)

h1 + 30 = 60

より,
hn + 30 = 60 · 2n−1

となる。よって,

hn = 30(2n − 1)

gn+1 = 30(2n − 1)

gn = 30(2n−1 − 1)

6nbn = 30(2n−1 − 1)

bn =
5

6n−1
(2n−1 − 1)

となる。
次に cnの一般項を求める。
まず, 上の漸化式より 2つの定数 α, β に

対し,

αbn+βcn =

(
1

3
α +

2

3
β

)
bn−1+

1

2
βcn−1+

5

6n−1
α(14)

が成り立つ。
より簡単な漸化式に帰着させるため，ここ

で, α : β = (1
3
α+ 2

3
β) : 1

2
βとすると,

α = 4β

を得る。これを (14)に代入すると,

4βbn+βcn = 2βbn−1+
1

2
βcn−1+20

(
1

6n−1

)
β

4bn + cn =
1

2
(4bn−1 + cn−1) + 20

(
1

6n−1

)
となる。
次に, in = 4bn + cnとすると,

in =
1

2
in−1 + 20

(
1

6n−1

)
である。よって,{

in+1 =
1
2
in + 20( 1

6n
) (n ≥ 3)

i3 =
20
9

が成り立つ。ここで,

6n+1in+1 = 3 · 6nin + 120

より, jn = 6ninとすると,{
jn+1 = 3jn + 120 (n ≥ 3)

j3 = 480

が成り立つ。さらに, kn = jn+2とすると,{
kn+1 = 3kn + 120 (n ≥ 1)

k1 = 480
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を得る。従って,{
kn+1 + 60 = 3(kn + 60) (n ≥ 1)

k1 + 60 = 540

より,

kn + 60 = 540 · 3n−1

となる。よって,

kn = 60(3n+1 − 1)

jn+2 = 60(3n+1 − 1)

jn = 60(3n−1 − 1)

6nin = 60(3n−1 − 1)

in =
10

6n−1
(3n−1 − 1)

cn = in − 4bn

cn =
10

6n−1
(3n−1)− 4

5

6n−1
(2n−1 − 1)

cn =
10

6n−1
(3n−1 − 2n + 1)

となる。
次に dnの一般項を求める。
まず,上の漸化式より2つの定数α,βに対し,

αcn+βdn =

(
1

2
α +

1

2
β

)
cn−1+

2

3
βdn−1+

2

3
αbn−1

(15)

が成り立つ。
より簡単な漸化式に帰着させるため，ここ
で, α : β = (1

2
α+ 1

2
β) : 2

3
βとすると,

α = 3β

を得る。これを (15)に代入すると,

3βcn + βdn = 2βcn−1 +
2

3
βdn−1 + 2βbn−1

3cn + dn =
2

3
(3cn−1 + dn−1) +

10

6n−2
(2n−2 − 1)

となる。

次に, ln = 3cn + dnとすると,
ln = 2

3
ln−1 +

10
6n−2 (2

n−2 − 1) (n ≥ 5)

l4 = 3c4 + d4 =
70
62

l5 = 3c5 + d5 =
350
63

が成り立つ。ここで,

6nln = 4 · 6n−1ln−1 + 360(2n−2 − 1)

より, mn = 6nlnとすると,
mn = 4mn−1 + 360(2n−2 − 1) (n ≥ 5)

m4 = 64l4 = 2520

m5 = 65l5 = 350 · 62

が成り立つ。ここで,

mn+1 −mn = 4(mn −mn−1) + 360 · 2n−2

より,on = mn −mn−1とすると,{
on+1 = 4on + 90 · 2n (n ≥ 5)

o5 = m5 −m4 = 280 · 62

が成り立つ。ここで,

on+1

2n+1
= 2 · on

2n
+ 45

より, pn = on
2n
とすると,{

pn+1 = 2pn + 45 (n ≥ 5)

p5 =
o5
25

= 315

が成り立つ。ここで, qn = pn+4とすると,{
qn+1 = 2qn + 45 (n ≥ 1)

q1 = 315

を得る。従って,{
qn+1 + 45 = 2(qn + 45)

q1 + 45 = 360

より,
qn + 45 = 360 · 2n−1
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となる。よって,

qn = 45(2n+2 − 1)

pn+4 = 45(2n+2 − 1)

pn = 45(2n−2 − 1)
on
2n

= 45(2n−2 − 1)

on = 45(22n−2 − 2n)

mn −mn−1 = 45(22n−2 − 2n)

mn = m4 +
n∑

n=5

(45 · 22n−2 − 45 · 2n)

となる。また,
n∑

n=5

(45 · 22n−2 − 45 · 2n)

=
n∑

n=1

(45 · 4n−1 − 90 · 2n−1)

−
4∑

n=1

(45 · 4n−1 − 90 · 2n−1)

= 45(4
n−1
3

− 2(2n − 1))− 45(4
4−1
3

− 2(24 − 1))

= 15 · 4n − 90 · 2n − 2400

となる。よって,

mn = 2520 + 15 · 4n − 90 · 2n − 2400

mn = 60(4n−1 − 3 · 2n−1 + 2)

6nln = 60(4n−1 − 3 · 2n−1 + 2)

ln =
10(4n−1 − 3 · 2n−1 + 2)

6n−1

dn = ln − 3cn

dn =
10(4n−1 − 3 · 2n−1 + 2)

6n−1

− 30(3n−1 − 2n + 1)

6n−1

dn =
10(4n−1 − 3n + 3 · 2n−1 − 1)

6n−1

となる。
次に, enの一般項を求める。
まず,上の漸化式より2つの定数α,βに対し,

αdn+βen =

(
2

3
α +

1

3
β

)
dn−1+

5

6
βen−1+

1

2
αcn−1

(16)

が成り立つ。
より簡単な漸化式に帰着させるため，ここ

で, α : β = 2
3
α + 1

3
β : 5

6
βとすると,

α = 2β

を得る。これを (16)に代入すると,

2βdn + βen =
5

3
βdn−1 +

5

6
βen−1 + βcn−1

2dn+en =
5

6
(2dn−1+en)+

10

6n−2
(3n−2−2n−1+1)

となる。
次に, Pn = 2dn + enとすると,
Pn = 5

6
Pn−1 +

10
6n−2 (3

n−2 − 2n−1 + 1)(n ≥ 6)

P5 =
220
63

P6 =
1600
64

P7 =
9800
65

が成り立つ。ここで,

6nPn = 5 · 6n−1Pn−1 + 360(3n−2 − 2n−1 + 1)

より, Qn = 6nPnとすると,
Qn = 5Qn−1 + 360(3n−2 − 2n−1 + 1)(n ≥ 6)

Q5 = 62 · 220
Q6 = 62 · 1600
Q7 = 62 · 9800

が成り立つ。また,

Qn+1−Qn = 5(Qn−Qn−1)+80 ·3n−180 ·2n

より, Rn = Qn −Qn− 1とすると,
Rn+1 = 5Rn+ 80 · 3n − 90 · 2n+1 (n ≥ 6)

R6 = 62 · 1380
R7 = 62 · 8200

が成り立つ。さらに,

Rn

2n+1
=

5

2
· Rn

2n
+ 40

(
3

2

)n

− 90
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より, Sn = Rn

2n
とすると,

Sn+1 =
5
2
Sn + 40

(
3
2

)n − 90 (n ≥ 6)

S6 = 1380 · 62

26

S7 = 4100 · 62

26

が成り立つ。ここで,

Sn+1 − Sn =
5

2
(Sn − Sn−1) + 20

(
3

2

)n−1

より, Tn = Sn − Sn−1とすると,{
Tn+1 =

5
2
Tn + 20(3

2
)n−1 (n ≥ 7)

T7 = 2720 · 62

26

が成り立つ。また,(
2

3

)n−1

Tn+1 =

(
5

3

)(
2

3

)n−2

Tn + 20

より, Un = (2
3
)n−2Tnとすると,{

Un+1 =
5
3
Un + 20 (n ≥ 7)

U7 =
5440
33

が成り立つ。さらに, Wn = Un+6とすると,{
Wn+1 =

5
3
Un + 20 (n ≥ 1)

W1 =
5440
33

が成り立つ。従って,{
Wn+1 + 30 = 5

3
(Wn + 30)

W1 + 30 = 6250
33

より,

Wn + 30 =
6250

33

(
5

3

)n−1

となる。よって,

Wn =
2 · 54

32

(
5

3

)n

− 30

Un+6 =
2 · 54

32

(
5

3

)n

− 30

Un =
2 · 33

5

(
5

3

)n−1

− 30

(
2

3

)n−2

Tn =
2 · 33

5

(
5

3

)n−1

− 30

Tn =
22 · 32

5

(
5

2

)n−1

− 20

(
3

2

)n−1

Sn − Sn−1 =
22 · 32

5

(
5

2

)n−1

− 20

(
3

2

)n−1

Sn = S6 +
n∑

k=7

Tk

Sn = 1380

(
62

26

)
+

n∑
k=1

Tk −
6∑

k=1

Tk

である。ここで,
n∑

k=1

Tk

=
n∑

k=1

(
5

2

)k−1

− 20
n∑

k=1

(
3

2

)n−1

= 36
5
· ( 5

2
)n−1
5
2
−1

− 20 · ( 3
2
)n−1
3
2
−1

= 24
5

(
(5
2
)n − 1

)
−40

(
(3
2
)n − 1

)
より,

Sn = 1380·62
26

+ 24
5

(
(5
2
)n − 1

)
−40

(
(3
2
)n − 1

)
−24

5

(
(5
2
)6 − 1

)
+40

(
(3
2
)6 − 1

)
= 12(5

2
)n−1 − 60(3

2
)n−1 + 60

となる。また,

Rn

2n
= 12

(
5

2

)n−1

− 60

(
3

2

)n−1

+ 60

Rn = 24 · 5n−1 − 120 · 3n−1 + 120 · 2n−1

Qn −Qn−1 = 24 · 5n−1 − 120 · 3n−1 + 120 · 2n−1

Qn = Q5 +
n∑

k=6

Rk

Qn = 62 · 220 +
n∑

k=1

Rk +
5∑

k=1

Rk

である。ここで,
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n∑
k=1

Rk

= 24
n∑

k=1

5k−1 − 120
n∑

k=1

3k−1 + 120
n∑

k=1

2k−1

= 24 · 5n−1
5−1

− 120 · 3n−1
3−1

+ 120 · 2n−1
2−1

= 6(5n − 1)− 60(3n − 1 + 120(2n − 1)

より,

Qn = 62 · 220 + 6 · 5n − 60 · 3n + 120 · 2n

− 6 · 55 + 60 · 35 − 120 · 25

Qn = 6 · 5n − 60 · 3n + 120 · 2n − 90

Pn =
1

6n−1
(5n − 10 · 3n + 20 · 2n − 15)

Pn =
5

6n−1
(5n−1 − 2 · 3n + 2n+2 − 3)

となる。
ここで, en = Pn − 2dnより,

en =
5

6n−1
(5n−1 − 4n + 2 · 3n − 2n+1 + 1)

である。
さらに, fn = 1

6
en−1より,

fn =
5

6n−1
(5n−2 − 4n−1 + 2 · 3n−1 − 2n + 1)

を得る。
ゆえに, (ア)の場合n回で1から 6のすべて
の目が出る確率 P (X = n)(n ≥ 6)は

P (X = n) =
5

6n−1
(5n−2−4n−1+2·3n−1−2n+1)

である。
次に, X の期待値を求める。(ア)の場合の

Xの期待値E(X)は,
E(X)

=
∞∑
k=6

k

(
5

6k−1
(5k−2 − 4k−1 + 2 · 3k−1

−2k + 1)

)
である。よって,

∞∑
k=6

k

(
5

6k−1
(5k−2 − 4k−1 + 2 · 3k−1

−2k + 1)

)
=

∞∑
k=6

k

(
5

6

)k−1

−
∞∑
k=6

5k

(
2

3

)k−1

+
∞∑
k=6

10k

(
1

2k−1

)
−

∞∑
k=6

10k

(
1

3k−1

)
+

∞∑
k=6

5k

(
1

6k−1

)
(17)

ここで, (17)の右辺の各項について考える。
(第 1項)

=
∞∑
k=1

k

(
5

6

)k−1

−
5∑

k=1

k

(
5

6

)k−1

(18)

なので, Ss =
s∑

k=1

k

(
5

6

)k−1

(s ≥ 1)とすると,

Ss =
1−( 5

6)
s

(1− 5
6)

2 −
s( 5

6)
s

1− 5
6

= 36− 36(5
6
)s − 6s(5

6
)s

となる。よって,

lim
s→∞

Ss = 36

なので, (18)より,
(第 1項)

= 36−
(
36− 36(5

6
)5 − 30(5

6
)5
)

= 66(5
6
)5

を得る。次に,
(第 2項)

= 5

(
∞∑
k=1

k

(
2

3

)k−1

−
5∑

k=1

k

(
2

3

)k−1
)

(19)

なので, Ts =
s∑

k=1

k

(
2

3

)k−1

(s ≥ 1)とすると,

Ts =
1−( 2

3
)s

(1− 2
3
)2
− s( 2

3
)s

1− 2
3

= 9− 9(2
3
)s − 3s(2

3
)s

となる。よって,

lim
s→∞

Ts = 9

なので, (19)より,
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(第 2項)

= 5

(
9− (9− 9(2

3
)5 − 15(2

3
)5)

)
= 120(2

3
)5

を得る。また,

(第 3項)

= 10

(
∞∑
k=1

k

(
1

2k−1

)
−

5∑
k=1

k

(
1

2k−1

))
(20)

なので, Us =
s∑

k=1

k

(
1

2k−1

)
(s ≥ 1)とすると,

Us =
1−( 1

2s
)

(1− 1
2
)2
− s( 1

2s
)

1− 1
2

= 4− 4( 1
2s
)− 2s( 1

2s
)

となる。よって,

lim
s→∞

Us = 4

なので, (20)より,

(第 3項)

= 10

(
4− (4− 4

25
− 10

25
)

)
= 140

25

を得る。さらに,

(第 4項)

= 10

(
∞∑
k=1

k

(
1

3k−1

)
−

5∑
k=1

k

(
1

3k−1

))
(21)

なので, Vs =
s∑

k=1

k

(
1

3k−1

)
(s ≥ 1)とすると,

Vs =
1− 1

3s

(1− 1
3
)2
− s( 1

3s
)

1− 1
3

= 9
4
− 9

4
( 1
3s
)− 3

2
s( 1

3s
)

となる。よって,

lim
s→∞

Vs =
9

4

なので, (21)より,

(第 4項)

= 10

(
9
4
− (9

4
− 9

4
( 1
35
)− 15

2
( 1
35
)

)
= 195

2
( 1
35
)

を得る。それから,

(第 5項)

= 5

(
∞∑
k=1

k

(
1

6k−1

)
−

5∑
k=1

k

(
1

6k−1

))
(22)

なので, Ws =
s∑

k=1

k

(
1

6k−1

)
(s ≥ 1)とすると,

Ws =
1− 1

6s

(1− 1
6
)2
− s( 1

6s
)

1− 1
6

= 36
25

− 36
25
( 1
6s
)− 6

5
s( 1

6s
)

となる。よって,

lim
s→∞

Ws =
36

25

なので, (22)より,

(第 5項)

= 5

(
36
25

− (36
25

− 36
25
( 1
65
)− 6( 1

65
))

)
= 186

5
( 1
65
)

を得る。
よって,(17)より
E(X)

= 66(5
6
)5−120(2

3
)5+140( 1

25
)− 195

2
( 1
35
)+ 186

5
( 1
65
)

= 147
10

以上より, (ア)の場合のXの期待値は 147
10
回

である。
(ア), (イ), (ウ)のそれぞれのX の期待値か

ら,このゲームにおいては,立方体のサイコロ
を使うより,より少ない回数で1から6のすべ
ての目を出すサイコロの組み合わせがあると
いうことがわかった。

2.2　題目の設定理由と授業のねらい

前節で示したような期待値の計算は中学生
には難しいが，三面サイコロを二つ，あるい
は二面サイコロと四面サイコロを一つずつ用
いた実験を行えば, 立方体サイコロ一つのと
きより，Xの値が小さくなることは中学生で
も予想できると考えた。そこで，実験から得
られるデータをもとに，この予想が正しいこ
とを実証する活動を授業の主な題材とするこ
とにした。
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また，二面サイコロ，三面サイコロ，四面
サイコロを作る過程で，出て欲しくない目が
出る立体を作ることも考えられる。この場合，
その目が出る確率は出やすい目に比べて小さ
い値となる。このような同様に確からしくな
い事象が存在することを経験することで，「同
様に確からしい」ということをより理解でき
ると考えた。
以上の理由により，二個のサイコロを用い
るゲームを題材とする授業を実践することと
した。そして，授業のねらいを次のように設
定した。

(1) サイコロを振る回数を減らすために，さ
まざまな立体を考え，さらにそれを工作
用紙で作ることができる。

(2) 立体の形によって，出やすい面と出にく
い面があることがわかる。

2.3　授業の流れ
この授業は 3時間構成である。
＜ 1日目 (1時間目)＞
(1)ゲーム
まず，ゲームの内容やルールを紹介する。
本時においては，工作用紙で作った立方体の
サイコロを使用する。また，2.1節で述べた
ように，このゲームのルールでは 1人 2個サ
イコロを持てるが，本時ではまず立方体のサ
イコロ 1個だけを使いゲームをすることにし
た。立方体のサイコロでは何回振れば 1から
6のすべての目を出せるかというデータを集
めることを目的とし，グループ内でペアを作
り，実際にゲームを行う。ゲームを終えた生
徒から，学習プリントに勝敗，最も多い回数，
最も少ない回数，平均回数をかく。

(2)交流・次時の説明
最も少なくて何回で終わったか，最も多く
て何回で終わったかを全体で交流する。今回
のゲームではサイコロを振る回数を減らすこ
とができれば，勝つ可能性が高まるというこ

とを確認する。そして，「できるだけ少ない回
数で 1から 6の目が出るように，サイコロの
形を考えよう。」という次時の課題を提示す
る。次時はサイコロを振る回数を減らすため
に各自サイコロを 1人 2個は作るということ
を伝える。ここで，サイコロづくりのルール
を提示する。六面体の例として，直方体と五
角錐を紹介する。また，面を貼りあわせて作っ
てもよいということを五角錐を使って説明す
る。次時までにどんなサイコロを作るか考え
てくることを宿題とし本時を終える。
＜ 2日目 (2,3時間目)＞
(1)課題設定
ゲームの内容とルール，サイコロ作りの

ルールを確認する。「できるだけ少ない回数
で 1から 6の目が出るように，サイコロの形
を考えよう。」という課題を確認する。前時，
立方体サイコロでゲームを行った時の学年全
体での平均回数を求めておき，その値を提示
し，本時はその値よりも回数を減らすことを
目標とすることを伝える。

(2)個人追究
班ごとにまとまり，サイコロ作りをする。

サイコロを 2個作った生徒から，サイコロを
実際に振ってみた結果を実験表に記録してい
く。記録を数回とり，平均が目標の数値を下
回ったかどうかを確認する。下回った生徒は
周りの生徒とゲームをしたり，別のサイコロ
を作ったりする。目標を上回った生徒は，新
たにサイコロを作ってみる。

(3)まとめ
いくつかのサイコロを紹介し，出やすい面

や出にくい面があることを確認する。サイコ
ロ作りの中でいろいろな立体を作ったことは，
中学校 1年生の「空間の図形」の内容，実際
にサイコロを振り，データを集め平均を求め
たり，最多や最少を考えたりしたことは，中
学校 1年生の「資料の整理と活用」の内容の
活用であることを伝え，このことを今回の授
業のまとめとした。
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3　実践結果
講座名：「Let’sサイコロ game」
場所：白川町立白川中学校
対象：中学 2年生
1時間目　実施日：平成 23年 9月 15日（木）
　　　　　　　　第 3,4校時
2, 3時間目　実施日：平成23年9月16日（金）
　　　　　　　　第 3,4校時
　 3.1　活動の様子
1時間目

(1)ゲーム
ゲームの内容とルールを提示し，実際に
ゲームを行った。どの生徒もゲームの内容と
ルールを理解し，楽しくゲームを行うことが
できていた。1グループを 6人とし，1ペアに
つき 2試合ずつ計 10試合を予定していたが，
時間の関係でほとんどが10試合は行えなかっ
た。そのため，生徒が平均を求めるところま
で到達できなかった。

　 (2)交流・次時の説明
このゲームの最小回数である 6回でゲーム
を終えることができた生徒がクラスに1～3人
ぐらいいた。また，40回以上サイコロを振っ
た生徒もいた。そこで，全体でサイコロを振
る回数を減らすことを確認した後，「できるだ
け少ない回数で 1から 6の目が出るように，
サイコロの形を考えよう。」と課題を設定し
た。また，サイコロづくりのルールも同時に
提示した。ここで六面体の例として，面に色

を付けた直方体や五角錐を提示した。このよ
うに，六面体の具体例を示したことで，課題
解決の手がかりとなったようだった。実際，次
の時間までにどんなサイコロを作るかを考え
てくることを宿題プリントとして配布したが，
さっそく図や言葉でどんなサイコロを作るか
をかいている生徒がいた。

2時間目
(1)課題設定
ゲームの内容とルール，サイコロ作りの

ルールを確認した。前時の立方体サイコロで
のゲームの平均回数が 15.09回になったため，
これを下回ることを今回の目標として提示
した。

(2)個人追究
それぞれグループに分かれて，サイコロ作

りを行った。

生徒が製作したサイコロには以下のようなも
のがあった。
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ほとんどの生徒が自分の作ったサイコロを使
うことで，サイコロを振る回数を目標値より
少なくすることができていた。

(3)まとめ
サイコロの形によって出やすい面や出にく
い面があることを確認した。中学校 1年生の
「空間の図形」の内容，「資料の整理と活用」の
内容の活用であることを伝え，このことを今
回の授業のまとめとする。

　 4．考察
　授業後にアンケートを実施した。その回答
の一部を紹介する。

1. ゲームのルールは理解できましたか。

• はい　 46名

• いいえ　 0名

2. 立方体サイコロと比べてサイコロを振
る回数は減らせましたか。

• はい　 39名

• いいえ　 3名

• その他　 4名

3. どんなサイコロを作りましたか。(図を
かいてもOKです。)

4. 1の目が出たら賞品が当たります。次の
A,Bどちらのサイコロを使いますか。

A 立方体 B　直方体

• A　立方体　 38名

• B　直方体　 1名

5. 感想を自由に書いてください。

• 楽しかった。

• またやりたい。

• たくさんのサイコロを作れた。

• いろいろな形のサイコロを作れて,
面白かった。

• 展開図をかいたり,作ったりできて,
楽しかった。

• サイコロの形を変えるだけで,回数
を減らせて楽しかった。

• サイコロを作るのが難しかった。

• サイコロの形や数字の位置を考え
て作れた。

• なるほどと思う形があった。

• どんなサイコロの形が1,2,3が出や
すいかなどのことがわかった。
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• 中に何も入れてはいけないという
ルールがないので,おもりを入れて
みた。

• 資料をうまく使って勉強していき
たい。

　本授業のねらい (1)(2)の達成度について考
察する。

(1)について
　さまざまな形や大きさのサイコロを作るこ
とができていた。活動を始めた段階では，イ
メージはもてていても，実際に作るとなると
手が止まってしまう生徒もいたが，「とりあえ
ず作ってみて，足りない部分は貼りあわせて
もいいから」などとアドバイスをすることに
よって，時間内にサイコロを 1人 2個は作る
ことができた。また，1人 2個にとどまらず，
1人で 3個，4個，それ以上作っている生徒
も多くいた。自分が作ったサイコロを実際に
振ってみて，回数を減らせそうなサイコロを
作ろうとする生徒も多く見られた。このこと
から，回数を減らすために，さまざまな立体
を考え，さらにそれを工作用紙で作ることが
できていたと考えられる。
(2)について
　広い面のほうが出やすい，細長いとこの面
は出にくいなど，立体の形と面の出やすさに
は関係があるということを意識してサイコロ
を作っていた。「このサイコロでは，どの面が
出やすいの」と問うと，生徒は「この面とこ
の面が出やすい」などと説明することもでき
ていた。アンケートのどんなサイコロを作っ
たのかの回答を見ても，2つのサイコロの組
み合わせはそれぞれの面の出やすさを考えて
作ったことがわかる。アンケートの立方体と
直方体に関する問に対し，多くの生徒が立方
体を答えていることからも，生徒が一つのサ
イコロの中でも出やすい面と出にくい面があ
ることを理解できていると考える。このこと

から，出やすい面と出にくい面があることが
わかるというねらいは達成できたと考える。

　 5．今後の課題
　一つ目は，サイコロの形や組み合わせにつ
いてである。今回は，教材開発の過程におい
て，立方体サイコロ，二面サイコロと四面サ
イコロ，三面サイコロと三面サイコロの期待
値を求めた。しかし，例えば，四面サイコロ
と三面サイコロの組み合わせの期待値はいく
つか，確率が一定でないサイコロではどうか
などのように，まだまだ多くのサイコロやサ
イコロの組み合わせを考えることができる。
今回の実践では，実際に振ってみて回数が減
るかどうかを調べたが，生徒がいろいろな組
み合わせを考えたときに，授業者としてはあ
らかじめそのサイコロで回数を減らすことが
できるかを知っておいたほうがいいと考える。
そのため，より多くの場合のXの期待値につ
いて，これから考えていきたい。
二つ目は，学習内容とのつながりを考える

ことである。今回の題材では，サイコロ作り
は立体の学習とつながりがある。平均値の計
算やデータ集めは資料の整理と活用，面の出
やすさは確率の学習とつながりがある。実践
では扱わなかったが，期待値の計算は高校数
学とつながっている。今回の題材にはまだま
だ多くの学習内容とつながりがあるので，ど
の学習内容とつながりがあるかを考え，その
つながりを意識して，どのような児童・生徒
を対象としてこの題材を扱うことができるの
かまで考えていきたい。
今回の教材開発をもとに，今後も算数・数

学は楽しいと思える児童・生徒が増えるよう
な教材を考えていきたい。
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