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図形領域における教材や授業の開発とその実践
～方べきの定理とその発展的学習‘ 反転 ’から数学の面白さや有用性を学ぶ～

安藤広樹1，柘植直樹2，山田雅博 2

　高校数学セミナーの場をお借りし，主に高校生を対象とした授業を展開した。内容は
図形に関して学習してきたことを利用した，新たな性質の証明や考察である。具体的に
は，中学校で学習した円周角の定理などを用いて，高等学校で学習する「方べきの定理」
や「方べきの定理の逆」とよばれる定理を証明し，「反転」という変換について学ぶ。す
なわち，今回の高校数学セミナーでは，数学 A「平面図形」に関する学習を深めながら，
「反転」へとつなげる。本実践を通して，命題を導き出す楽しさやその命題の有用性を実
感させるためには，学習した定理の応用例を提示することが有効な手段の１つであるこ
とを理解した。この理解に至ったことも本実践の大きな収穫であると考えている。
＜キーワード＞数学の有用性，円周角の定理，方べきの定理，方べきの定理の逆，反転

1.はじめに

高等学校学習指導要領解説 [1, p.49]には，
「中学校において学習した基本的な作図や三
角形の合同条件，相似条件などの図形の性質
を基にして，高等学校の数学Aの学習におい
ては，三角形の性質や円の性質など平面図形
に関する基礎的な内容についての理解を深め，
それらを事象の考察に活用できるようにする
とともに，図形に対する直観力・洞察力を養
い，図形の性質を論理的に考察し表現する能
力を育成することを目的としている」と書か
れている。

著者は幾何学を学習する中で，美しい定理
や性質，証明方法を学んだ。同時に既習の知
識があれば新しい証明方法に辿り着ける場合
があるということも学んだ。

著者は，これらのことを高校生にも体験し
て欲しいと考え，高校数学セミナーにおいて
高校生を対象とした授業を展開することとし
た。内容は，図形に関して学習してきたこと
を利用し，新たな性質の証明や考察を行うと
いうものである。既習の円周角の定理 [2]な

どを用いて，高等学校 [3]で学習する「方べ
きの定理」や「方べきの定理の逆」とよばれ
る定理を導き出し，「反転」について学ぶ。つ
まり，今回のセミナーでは，数学A「平面図
形」に関する学習を深めながら，反転 [4]へ
とつなげる。

反転とは，平面における円に関する鏡映変
換である。なお，反転の厳密な定義は，次節
で詳しく述べる。ここでは，反転を実践の題
材とした理由について述べる。まず，高等学
校で学習する内容と反転との関連性，および
反転の数学的な応用例について述べる。高等
学校学習指導要領解説 [1, p.49]には，「方べき
の定理」や「方べきの定理の逆」を図形の性
質の考察に活用できるようにすること，と書
かれている。しかし，数学Aの内容を見ると，
必ずしも具体的な活用の場面が多いようには
感じられない。反転には，様々な性質が知ら
れており，その幾つかは「方べきの定理」や
「方べきの定理の逆」を用いて示すことがで
きる。すなわち，反転の幾つかの性質の証明
を行う過程で，これらの定理の具体的な活用
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の場面を見いだすことができる。また，反転
の応用例として，ハップスの円環定理 [4,p.41]
というものが知られている。この定理は，平
面図形に関する問題を大変エレガントに証明
するものである。座標を用いた，地道な計算
による証明も可能だが，ハップスは反転を用
いて実に鮮やかな証明を与えた。ハップスの
円環定理は，与えられた複雑な問題を，反転
という円に関する鏡映変換を用いて非常に平
易な問題に置き換えるというものであり，反
転の有用性を示す応用例である。

著者は，図形に関して学習してきたことを
利用し，新たな性質の証明や考察を行うこと
を通して，論理的思考を用いて既習事項から
新しい命題を導き出す楽しさを実感して欲し
いと考え，反転を題材とした実践を行うこと
とした。生徒には，既習の内容を用いて演繹
的に新たな性質を導き出すときの達成感を感
じて欲しい。既習の円周角の定理などを用い
て，高等学校で学習する「方べきの定理」や
「方べきの定理の逆」とよばれる定理を導き出
し，さらには反転の幾つかの性質を証明する。
これらの過程を体験することによって，論理
的思考を用いて既習事項から新しい命題を導
き出す楽しさが実感できるのではないかと考
えた。反転の有用性を示す応用例であるハッ
プスの円環定理については，時間の制約もあ
り，ここでは扱わないこととした。

この実践は，生徒達が論理的思考を用いて
既習事項から新しい命題を導き出す楽しさを
実感し，高等学校学習指導要領解説にあるよ
うな能力を育成することをねらいとしている。

2．教材と授業の概要

扱う教材と授業の概要について，各々簡単
に述べる。なお，扱う教材のより詳細な内容
は，3節で述べる。また，実践の計画は，4節
で述べる。主題は，「方べきの定理とその応用」
である。

(1)反転の定義
まず，一般的な反転の定義を示す。
○反転の定義「反転とは，円に関する鏡映

変換である。」
すなわち，中心をO，半径 rの円Cがある

とき，円Cに関する反転αとは，次のような
変換をいう。

α : P→ Q

ただし，O，P，QまたはO，Q，Pはこの順
で一直線上にあり，

OP· OQ = r2

をみたす。以下に，点がO，P，Qの順で一直
線上にある場合の図を示す。

高校生に対して定義を行う際，‘変換’とい
う言葉を‘移動’という易しい言葉に置き換
えて高校生には示した。[5]では，図形の移動
という言葉が導入されたが，反転による点の
移動という言葉を使用しても生徒にとって抵
抗感はほとんど無いと考え，移動という言葉
を用いることとした。
また，定義を行う際，P，Qの順を指定しな

いと，他の生徒の発表を聞いて自分の解答を
見なおすときに混乱が生じるかも知れないと
考え，「O，P，Qはこの順で一直線上にある」
と提示することにした。このため，反転αは
円の内部（ただし，円の中心Oは除く）を外
部へ移す移動として提示し，定義域を円の内
部に限定させるという方法を取った。そして，
円の外部については，円の内部の点Pを移動
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した点Qについてのみ，α(Q)= Pとなること
を図を用いて直感的に押さえるにとどめた。
また，円の中心Oの移動についても定義域か
ら除外することを，理由を添えずに口頭で説
明した。

(2)最終的に証明する命題
高校数学セミナー最終段階において，既習
の知識を利用して証明する命題が二つある。
以下に，我々が最終段階で証明させたい二つ
の命題を示す。
命題 1

円Cに関する反転を αとおく。α (P) = Q，
α(Q)＝Pをみたす 2点P，Qをとおる円は円
Cと直交する。

命題 2

円Cに関する反転をαとおく。円Cと直交
する円C’に対し，円Cの中心Oを通る直線
を円 C’ と 2点で交わるように引く。このと
き，2つの交点のうち，Oに近い方の点を P，
そうでない方の点をQとすると，α(P)＝Q，
α(Q)＝ Pとなる。

(3)授業のねらい
著者は，数学A「平面図形」に関する学習
を深めながら，「反転」へとつなげていくとい

う授業を「方べきの定理とその応用」と題し，
展開していこうと考えた。すなわち，図形に
関して学習してきたことを利用し，新たな性
質の証明や考察を行っていく過程を高校生に
味合わせたいと考えた。
以上から，本教材のねらいを「図形に関し

て学習してきたことを利用し，新たな性質の
証明や考察を行うことを通して，論理的思考
を用いて既習事項から新しい命題を導き出す
楽しさを実感することができる。」とした。

3.実践で扱った定義や定理の紹介
本節では，実践で扱った定義や定理を紹介

する。なお，本節で紹介する定義や定理は，高
校セミナーにおいて受講生に対して提示した
文体を用いて述べる。

(1)反転の導入
2節 (1)で述べたように，‘ 変換 ’という言

葉を‘移動’という言葉に置き換え，反転の
定義をする。以下が高校生に向けた反転の定
義である。

「中心O，半径 rの円Cがあたえられてい
ます。円の中にOとは異なる点Pがあります。
このとき半直線OP上の点QをOP·OQ=r2に
よって定めます。この移動を反転といいます。」

また，以下の図を用いて，反転による幾つ
かの点の移動を具体的に示す。

(2)線対称，鏡映
2節で示したように反転は‘ 鏡映 ’という

言葉を用いて定義される。鏡映という概念を
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理解する上で，線対称という概念の理解は必
要であると考えた。よって線対称から鏡映と
いう概念の理解へとアプローチをすることと
した。鏡映の定義を以下のように与えた。

「以下の図において，点Pを点Qに移動さ
せたように，点をある定まった直線 ℓを軸と
して裏返す移動を直線 ℓを対称軸とする対称
移動といいます。このような移動を，ℓに関
する鏡映とよびます。」

(3)方べきの定理

方べきの定理は，数学Aで学習する事項で
あるが，セミナーを受講する高校生は学習し
ていない。よって方べきの定理 I, II それぞれ
について紹介し，証明をしていく。方べきの
定理 Iにおいては 2つに場合分けして証明す
る。詳しくは，以下で述べる。方べきの定理
II と方べきの定理 II の逆定理が，反転に関す
る命題１，２の証明に用いられる。

以下に方べきの定理とその証明を示す。こ
こで，証明の中で用いられる各定理は基本的
なものである。しかし，後で再度紹介し，そ
の証明も示すこととする。その理由は，高校
セミナーにおいて復習事項として，各定理を
証明させたからである。方べきの定理 Iにつ
いては，円周上に 4点A，B，C，Dが与えら
れたとき，弦 ABと CDの交点が円の内部に
存在する場合と，それらを延長してできる直
線の交点が円の外部に存在する場合がある [3,
p.113]。前者をパターン１，後者をパターン
２と呼ぶこととした。

方べきの定理 I(パターン 1)

4点A，B，C，Dは 1つの円周上にありま
す。A，B，C，Dはすべて異なる点とします。
2つの線分 AB，CDの交点が存在するとき，
その点をPとするとPA・PB＝PC・PDが成
り立ちます。

（証明）△ ACPと△DBPについて
対頂角より，∠ APC＝∠DPB
円周角の定理より，∠ ACP＝∠DBP
（円周角の定理は後に確認）
2組の角がそれぞれ等しいので

△ ACP∽△DBP
相似な図形の対応する辺の比は等しいので

PA:PD＝ PC:PB
ゆえに，PA・PB＝ PC・PD （証明終）

方べきの定理 I(パターン 2)

4点A，B，C，Dは 1つの円周上にありま
す。A，B，C，Dはすべて異なる点とします。
2つの直線AB，CDの交点Pが円の外部にあ
るとき，PA・PB＝PC・PDが成り立ちます。

（証明）△ PACと△ PDBについて
共通する角より，∠ APC＝∠DPB
円に内接する四角形において，四角形の外角
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はそれと隣り合う内角の対角に等しいので
（円に内接する四角形の性質は後に確認）

∠ PAC＝∠ PDB
2組の角がそれぞれ等しいので

△ PAC∽△ PDB
相似な図形の対応する辺の比は等しいので

PA:PT＝ PT:PB
ゆえに，PA・PB＝ PC・PD （証明終）

方べきの定理 II

円の外部に点Pがあります。点Pから円に
接線を引き，それによってできる接点を Tと
します。点 Pを通ってこの円と 2点で交わる
直線を引きます。それによってできる交点を
それぞれA，Bとします。このときPA・PB＝
PT2が成り立ちます。

（証明）△ PATと△ PTBについて
共通する角より，∠ APT＝∠ TPB
△ ABTに接弦定理を適用して

∠ PTA＝∠ ABT
（接弦定理は後に確認）
すなわち。∠PTA＝∠ PBT
2組の角がそれぞれ等しいので

△ PAT∽△ PTB
相似な図形の対応する辺の比は等しいので

PA:PT＝ PT:PB
ゆえに，PA・PB＝ PT2 （証明終）

(4)方べきの定理の証明の際に用いられた各
定理の紹介および証明

円周角の定理

以下の図のように，円の弧ABの両端A，B

と弧 ABを除いた円周上の点 Pを結んででき
る∠APBを，弧ABに対する円周角といいま
す。1つの弧に対する円周角の大きさは一定
であり，その弧に対する中心角の大きさの半
分です。すなわち，円の中心をOとすると

∠ APB＝
1

2
∠ AOB

といえます。

円周角の定理を証明する際には，直線 OP
が点 A，Bを除いた弧 ABと交わる場合，直
線OPが点Aまたは点Bをとおる場合，直線
OPが弧ABと交わらない場合，の３つの場合
に分けて証明する必要がある。

・直線OPが点A，Bを除いた弧ABと交わ
る場合

（証明）点Pと点Oを結ぶ直線を引く。その
直線が，円と交わる点をP’とする。OA，OP
は円の半径なので，△OAPは二等辺三角形で
ある。
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二等辺三角形の 2つの底角は等しいので，
∠OAP＝∠OPA

三角形の 2つの内角は残す角の外角と等しい
ので，

∠OAP＋∠OPA＝∠ AOP’
よって，2∠OPA＝∠ AOP’
同様にして，∠OBP＝∠OPB

∠OBP＋∠OPB＝∠ BOP’
2∠OPB＝∠ BOP’

∠ APB＝∠OPA＋∠OPB
∠ AOB＝∠ AOP＋∠ BOP’なので

∠ APB＝
1

2
∠ AOB （証明終）

・直線OPが点Aまたは点Bをとおる場合

（証明）OA，OPは円の半径なので，△OAP
は二等辺三角形である。二等辺三角形の 2つ
の底角は等しいので，∠OAP＝∠OPA
三角形の 2つの内角は残す角の外角と等しい
ので，∠OAP＋∠OPA＝∠ AOB

2∠OPA＝∠ AOB

∠ APB＝
1

2
∠ AOB （証明終）

・直線OPが弧 ABと交わらない場合

（証明）点Pと点Oを結ぶ直線を引く。その
直線が，円と交わる点をP’とする。OB，OP
は円の半径なので，△OBPは二等辺三角形で
ある。二等辺三角形の 2つの底角は等しいの
で，∠OBP＝∠OPB
三角形の 2つの内角は残す角の外角と等しい
ので，
∠OBP＋∠OPB＝∠ BOP’
よって，∠ BOP’＝ 2∠OPB　・・・ 1⃝
同様にして，∠OAP＝∠OPA

∠OAP＋∠OPA＝∠ AOP’
よって，∠ AOP’＝ 2∠OPA　・・・ 2⃝
2⃝－ 1⃝より
∠ AOP’－∠ BOP’＝ 2(∠OPA－∠OPB)

∠ AOB＝ 2∠ APB

∠ APB＝
1

2
∠ AOB （証明終）

よって，いずれの場合も弧 ABに対する中
心角が，円周角の 2倍になっていることから
1つの弧に対する円周角の大きさは一定であ
る。以上で，証明を終わる。

円に内接する四角形の性質
四角形のすべての頂点が 1つの円周上にあ

るとき，その四角形は円に内接するといい，
その円を四角形の外接円といいます。
そして，四角形が円に内接するとき

I　四角形の対角の和は 180°です。
II 　四角形の外角は，それと隣り合う内角の
対角に等しいです。

外接円の中心をOとすると図は以下のよう
になる。
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I 　四角形の対角の和は 180°です。

（証明）∠A＝ x，∠D＝ yとおく。円周
角の定理より，中心角は円周角の 2倍なので，
弧 EDB，弧EABに対する中心角はそれぞれ
2x，2yと表せる。2x＋ 2y＝ 360°であるか
ら，x＋ y＝ 180°である。よって，四角形の
対角の和は 180◦である。 （証明終）

II 　四角形の外角は，それと隣り合う内角
の対角に等しいです。

（証明）∠A＝ x，∠D＝ yとおく。線分
BDをD側に延長し，半直線BD上にあり，線
分BD上にない点をD’とする。四角形の対角
の和は 180°であるから y＝ 180°−xとおけ
る。∠EDD’は∠Dの外角であるから

∠ EDD’＝ 180°−y

ゆえに，∠ EDD’＝ 180°−(180°−x)
∠EDD’＝ xよって四角形の外角は，それと
隣り合う内角の対角に等しい。 （証明終）

接弦定理

円の接線と接点を通る弦とがはさむ角は，
その角内にある弧に対する円周角に等しいで
す。円の弦ACと，その端点Aにおける接線
ATが作る∠CATは，その角の内部に含まれ
る弧 AB に対する円周角∠ ABCに等しいで
す。円の中心をOとすると図は次のようにな
ります。

この定理を証明する際には，∠ ABCが鋭
角である場合，直角である場合，鈍角である
場合，の３つの場合に分けて証明する必要が
ある。
・∠ ABCが鋭角の場合

（証明）点Aと点Oを結ぶ直線を引く。そ
の直線が，円と交わる点をB’とする。∠ABC
と∠ AB’C はいずれも弧 ACに対する円周角
だから

∠ ABC＝∠ AB’C
AB’ は円の直径だから，円周角の定理より

∠ ACB’ ＝ 90°
よって，∠CAB ’＋∠CB’A ＝ 90°1⃝
一方，∠CAT＋∠CAB ’＝ 90°2⃝
1⃝， 2⃝より，∠CB’A ＝∠CAT
ゆえに，∠ ABC＝∠CAT （証明終）

・∠ ABCが直角の場合

（証明）∠ ABC＝ 90°のとき，弦 ACは
円の直径となる。なぜなら，円周角の定理よ
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り弧 ACに対する中心角∠ AOCは円周角∠
ABCの 2倍であるから∠ AOC＝ 180°とな
る。つまり弦 ACは円の直径となる。よって
点Aにおける円の接線はACに対して垂直と
なるので，∠CAT＝ 90°である。ゆえに，
∠ ABC＝∠CAT （証明終）

・∠ ABCが鈍角の場合

（証明）直線 AC に対して，点 B とは
逆側にある円周上の点 B’ を適当にとる。
四角形 ABCB’ は円に内接するので，四
角形の対角の和は 180◦ である。すなわち

∠ ABC＋∠ AB’C ＝ 180°1⃝
∠ ABCが鈍角であるから∠ AB’C は鋭角で
ある。よって，「・∠ ABCが鋭角の場合」に
証明した接弦定理を用いて，

∠ AB’C ＝∠CAT’
また，∠CAT’ ＋∠CAT＝ 180°より

∠ AB’C ＋∠CAT＝ 180°　 2⃝
1⃝, 2⃝より，∠ABC＝∠CAT （証明終）

方べきの定理 I の逆定理
A，B，C，Dはすべて異なる点とします。2
つの線分AB，CD，またはそれらを延長した
直線の交点をPとするときPA・PB＝PC・PD
が成り立つならば，4点A，B，C，Dは 1つ
の円周上にあります。
（証明）△ABCを考えると，△ABCには
外接円がただ一つ存在する。△ABCの外接円
と半直線 PDの交点を D’ とする。A，B，C，
D’は同一円周上にあるので，方べきの定理よ
り，

PA・PB＝ PC・PD’
また仮定より，PA・PB＝ PC・PD
よって，PC・PD’＝ PC・PD
ゆえに，PD＝ PD’
したがって P，D，D’ が同一直線上にあるの
で，Dを始点とする半直線PD上の2点D，D’
は一致し，4点A，B，C，Dは 1つの円周上
にある（図は方べきの定理 I(パターン 1,2)を
参照）。 （証明終）

方べきの定理 II の逆定理

点Pとそれを始点とする 2つの半直線があ
ります。一方の半直線上に異なる 2点 A，B
があり，もう一方の半直線上に点 Tがあると
します。このとき，PA・PB＝PT2ならばPT
は△ ABTの外接円の接線になります。

（証明）仮定よりPA・PB＝PT2である。△
ABTの外接円を考える。その外接円の中心を
Oとする。△PATと△PTBについて考える。
PA・PB＝ PT2を比の形で表わすと

PA：PT＝ PT：PB
共通する角より

∠ APT＝∠ TPB
2組の辺の比が等しく，そのはさむ角が等し
いので

△ PAT∽△ PTB
よって，∠ PAT＝∠ PTBである。ここで，
∠PAT＝∠PTB＝αとおく。直線TBに対し
て，点 A とは逆側にある円周上の点 A’ を適
当にとる。
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今，四角形 TABA’ は，△ ABTの外接円に
内接している。よって，円に内接する四角形
の外角は，それと隣り合う内角の対角に等し
いので

∠ PAT＝∠ TA ’B＝ α

円周角の定理より，
∠ TOB＝ 2 α

OT，OBは，△ABTの外接円の半径にあたる
ので，△TOBは二等辺三角形である。二等辺
三角形の 2つの底角は等しいので，

∠OTB＝ 90°−α

∠OTP = ∠ PTB＋∠OTB

= α＋ (90°− α)

= 90°

これはOTとPTが垂直に交わっていること
を意味する。よって，PTは△ABTの外接円
の接線になっている。 （証明終）

(5)反転とそれに関する命題
2節で示したように反転は‘鏡映’という言
葉を用いて定義される。まず，授業の最初の
場面において，鏡映という言葉を定義し，そ
のイメージを説明する。そして，授業の後半
において，反転とはいわば円に関する鏡映移
動であると，述べる。さらに，反転の定義を
受講生に示す。講座で用いる反転の定義を以
下に述べる。
○受講生向けの反転の定義
反転とは，いわば円に関する鏡映移動です。
中心をO，半径 rの円Cがあるとき，円Cに

関する反転とは，次のような移動です。

α：P→Q

(αはPをQに移す移動といいます) O，P，Q
はこの順で一直線上にあり，

OP・OQ＝ r2

をみたします。

2節の (2)でも述べたが，受講生向けの反転
の定義において，反転 αは円の内部（ただし，
円の中心Oは除く）を外部へ移す移動として
提示し，定義域を円の内部に限定させるとい
う方法を取った。そして，円の外部について
は，円の内部の点Pを移動した点Qについて
のみ，α(Q)＝Pとなることを図を用いて直感
的に押さえるにとどめた。また，円の中心O
の移動についても定義域から除外することを，
理由を添えずに口頭で説明した。
以下で，高校セミナーで扱う，反転の定義

から導かれる性質や命題１と２，およびそれ
らの証明について記述する。

反転の定義から導かれる性質
点Pが円Cの内部にあってα(P)＝Qをみた

すとする。円Cの円周上にあり，線分OQ上
にない点をRとするとき，∠ORP＝∠OQR
がいえます。

（証明）△ORPと△OQRにおいて共通す
る角より，

∠ROP＝∠QOR　　　 1⃝
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反転の定義より，OP・OQ＝ r2であるから，
比の形で表わすとOP：r＝ r：OQすなわち

OP：OR＝OR：OQ　　　 2⃝
1⃝， 2⃝より，△ORPと△OQRの 2組の辺の
比が等しく，そのはさむ角が等しいので

△ORP∽△OQR
相似な図形の対応する角は等しいので，
∠ORP＝∠OQR （証明終）

2つの円が直交するという概念
命題1と2においては，2つの円が直交する
という概念の理解が必要になってくる。高校
生には，以下のように定義することとした。

2つの円が直交しているとは，その 2つの
円が共有点をもち，その共有点における接線
が直交しているときを言います。

命題 1
円Cがあり，円Cに関する反転をαとおき
ます。α(P)＝ Q，α(Q)＝ Pをみたす 2点 P，
Qをとおる円は円Cと直交します。
（証明）円Cの中心をO，半径を rとする。
このとき，α(P)＝Q，α(Q)＝Pをみたす点P，
Qを考える。P，Qをとおり，円Cと交点を 2
つ持つような円をC’，その中心をO’とする。
円Cと円C’の交点の１つをRとする。

反転の定義より
OR2＝ r2＝OP・OQ

よって，方べきの定理 II の逆定理より，OR
は，△ PQRの外接円すなわち円C’の接線で
ある。従って，ORとO’Rは，直交している。
また，O’Rは円Cの接線でもある。それゆえ

円Cと円C’はRで直交している。（証明終）

命題 2
円Cがあり，円Cに関する反転をαとおき

ます。円 Cと直交する円 C’に対し，円 Cの
中心Oを通る直線を円 C’と 2点で交わるよ
うに引きます。このとき，2つの交点のうち，
Oに近い方の点を P，そうでない方の点をQ
とすると，α(P)＝Q，α(Q)＝ Pとなります。
（証明）円Cと直交する円C’を考える。円

Cと円 C’の交点の１つを Rとする。円 Cの
中心 Oをとおり，円 C’ と 2点で交わる直線
を引く。その交点を P，Qとする。円Cと円
C’は直交しているから，ORは円C’の接線
である。方べきの定理 IIよりOP・OQ＝OR2

が成り立つ。これは反転の定義そのものであ
るから α(P)＝Qが成り立つ。また，α(Q)＝
Pもみたす。（図は命題 1を参照）（証明終）

4.実践の計画
(1)実践について
平成 23年 8月 6日（土曜），7日（日曜）

の 2日間にわたり，高校数学セミナーにおい
て授業を実施した。会場は，岐阜大学教育学
部B104教室であり，参加者は21名であった。
内訳は，中学生が３名，高校１年生が１４名，
高校２年生が２名，高専生が２名であった。
講座名は，「世界を裏返してみよう」である。

(2)実践の展開
授業のねらいは，第 2節でも述べたが，「図

形に関して学習してきたことを利用し，新た
な性質の証明や考察を行うことを通して，論
理的思考を用いて既習事項から新しい命題を
導き出す楽しさを実感することができる。」と
した。また，第1日目は，午前中を第1時，午
後を第 2時と呼ぶ。第 2日目は，午前中を第
3時，午後を第 4時と呼ぶことにする。各時
の内容やねらいについて述べる。
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○第 1時について
「内容」
・反転の導入
・線対称，鏡映
・方べきの定理 I(パターン 1)の証明
・円周角の定理の証明
「ねらい」
・方べきの定理 I(パターン 1)が証明できる。
・円周角の定理が証明できる。
・反転について興味が持てる。
○第 2時について
「内容」
・方べきの定理 I(パターン 2)の証明
・円に内接する四角形の性質の証明
・方べきの定理 II の証明
「ねらい」
・方べきの定理 I(パターン 2)が証明できる。
・円に内接する四角形の性質が証明できる。
・方べきの定理 II が証明できる。
○第 3時について
「内容」
・接弦定理の証明
・方べきの定理 Iと II の確認
・方べきの定理 Iの逆定理の証明
・方べきの定理 II の逆定理の証明
「ねらい」
・接弦定理が証明できる。
・方べきの定理 Iの逆定理が証明できる。
・方べきの定理 II の逆定理が証明できる。
○第 4時について
「内容」
・反転について再度説明
・反転の定義からいえる性質の考察と証明
・命題１
・命題２
「ねらい」
・反転についての命題 1が証明できる。
・反転についての命題 2が証明できる。

なお，具体的な展開案は，本論文の文末に

資料として付けてある。

5.実践の考察
(1)実践の様子
２日間を通して，１０名の大学４年生を指

導補助とし，第１著者が主に授業実践を行っ
た。その際，学習プリントを冊子として配布
し，OHPを用いて全体に対し，ヒントなどを
与えながら，証明をさせた。
第１時では，高校生はまだ反転の意味を掴

みかねるような表情であった。理由は，中学校
や高等学校において，これまでに学習してき
た内容とどのように関連するのか解らない状
況だからだろうと推察される。次に，方べき
の定理 I（パターン 1）の証明や円周角の定理
の証明に取り組んだ。円周角の定理は，中学
校の既習事項であるが，全ての場合について
の丁寧な証明を経験していないように感じら
れた。これらの証明に対し興味を持って取り
組んでいたし，また全員が証明を完結させた。
第２時では，方べきの定理 II(パターン 2)の

証明，円に内接する四角形の性質の証明，方
べきの定理 II の証明に取り組んだ。円に内接
する四角形の性質は，中学校において発展的
内容に位置付けられている。また高校におい
て，これらは全て，数学A[3]で学習すること
なのだが，実践の時期が８月ということもあ
り，未習の生徒がほとんどであった。ヒント
などを参考に，ほぼ全員が証明を完結させた
ようであった。
第３時では，接弦定理の証明，方べきの定

理 Iと II の逆定理の証明に取り組んだ。接弦
定理も中学校において発展的内容に位置付け
られており，これらの証明について非常に意
欲的に取り組む姿が見られた。
第４時では，反転について再度説明した。

また，時間の関係上，反転の定義からいえる
性質の考察と証明については，省略した。そ
の後，命題１と命題２の証明に取り組み，こ
れらを完結させたが，今ひとつ興味を持てな
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いようであった。理由は，この反転が，どのよ
うに具体的に応用されるのかが見えないから
だろうと思われる。岐阜県教育委員会学校支
援課の先生が補足説明として，反転のハップ
スの円環定理への応用例を大まかに話された
ところ，高校生から歓声が上がり，ようやく
興味を持ってもらえたようである。単に，新た
な性質の証明や考察を行うだけでは，論理的
思考を用いて既習事項から新しい命題を導き
出す楽しさを実感することができるとは限ら
ないということが解った。学習した定理の応
用例を知ることによって，命題を導き出す楽
しさ，またさらにはその有用性を実感するの
であろう。このことを理解出来たことは，本
実践の大きな収穫であると考える。

(2)生徒のアンケートから
２日間の実践の後に，受講者を対象にアン
ケートを行った。以下で，アンケートで訊ね
た内容と，それに対する回答を幾つか述べる。

1)「ふだん学習している数学と比べて今回
のセミナーについてどう思いましたか。」

• １つ１つの定理について，数学の授業
ではなかなか深く教えてくれる機会は
ないし，また１日に学べる量がたくさ
んだったので，とても楽しかった。普段
は学ぶことのできないような範囲まで
学習でき面白かった。

• 高校で習った数学は，大事なんだと思
った。

• 今まで使っていた定理をあらためて証明
したり，新しい定理を証明したりとすご
く勉強になったし，楽しかったです。

• 内容が深いと思いました。１つ１つの
定義をちゃんと確認することができて
うれしかったです。

• 普段の授業はペースが速く，どうして
そうなるかということについておろそ
かになりがちだが，今回のセミナーで
は深く学ぶことができたように思う。

• 普段の授業では，先生の話を聞くことが
多いが，今回は考える時間が多く，や
りごたえがあり，大変おもしろいと思
った。

2)「面白いと感じたこと，役に立つと思った
こと，興味をもったことを書いてください。」

• 反転についてもっと学びたいです。
• 中学で学習した定理が「反転」へとつな
がるのが面白いと思った。また，新しい
定理をいくつか知ることができ，幾何へ
の理解が深まった。

• 円周角の定理など今まで使っていた定理
の証明ができるようになってよかった。
反転について学んでいきたいと思った。

• 反転という内容についてやってみて，見
方をかえていくという所は実生活におい
ても役に立つ考え方だと分かった。

• 反転することによっていろいろかわる
ことがすごいと思った。

• 反転という分野には，高校で習ったこと
も大事なんだと思った。

• 数学という世界でもなんか美術みたい
なユニークな変換などもあるところが
おもしろいなと思った。

• 最初に反転の定義を聞いたときは，あま
り面白そうとは思えなかったが，反転は
非常に面白くて，様々な性質があること
が分かったし，もっと勉強していきたい
と思った。

• 「反転」は勿論面白かったですし，特に
最後の岐阜県教育委員会学校支援課の先
生のお話が興味深かったです。このよう
な思考

• 発想力の鍛錬を今後とも継続したいと
思う所存です。

3)「全体を通して感じたことや思ったこと
を自由に書いてください。」
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• 大学で高校生の人達と一緒に勉強する
機会はあまりないので，今日は高校生
の人達とたくさん会話できたのが嬉し
かった。

• 大学生の人のおかげで，わかりやすく
解きすすめていけた。

• いろいろなところにふれたのでやって
いて内容がおもしろかったし興味がも
てた。

• すごく楽しかった。休み時間も他校の人
と話ができたから良かった。

• 習っていない問題ばかりで大変だったけ
ど，先生方がていねいに教えてください
ました。なので，そんなに苦じゃなくて
楽しかったです。

• 最初は証明の方法とかが分からなかっ
たけど，やっていくうちにできるよう
になって楽しかった。大学生の人たち
も分かりやすく教えてくれたし，他の
学校の人たちとも楽しくできた。

• 証明を自分で考えることが楽しく，思考
のトレーニングにもなったと思う。この
セミナーを通して，数学がさらに好きに
なった。

(3)ねらいがどのくらい達成出来たか
本実践のねらいは，「図形に関して学習して
きたことを利用し，新たな性質の証明や考察
を行うことを通して，論理的思考を用いて既
習事項から新しい命題を導き出す楽しさを実
感することができる。」であった。第5節の (2)
で述べた生徒のアンケートにおける記述から，
今回のセミナーでは深く学べて面白かったと
いう主旨の回答が複数見られる。また，中学
で学習した定理が「反転」へとつながるのが
面白いと思ったという回答もあった。さらに
は，証明を自分で考えることが楽しく，思考
のトレーニングにもなったと思うという回答
もあった。第 5節の (1)で述べた実践の様子
とアンケートの回答から，本実践のねらいは，
おおむね達成出来たと判断する。

ただ，第 5節の (1)の末尾で述べたように，
新たな性質の証明や考察を行うだけでは，命
題を導き出す楽しさ，またさらにはその有用
性を実感することができるとは限らないとい
うことも解った。命題を導き出す楽しさやそ
の命題の有用性を実感させるためには，学習
した定理の応用例を提示することが有効な手
段の１つである。このような理解に至ったこと
も，本実践の大きな収穫であると考えている。

6.今後の課題
命題を導き出す楽しさやその命題の有用性

を実感させるためには，学習した定理の応用
例を提示することが有効な手段の１つである
ことが分かった。今後の教材開発として考え
たいのは，反転の導入から始め，その応用例
を提示し，証明を行うという授業案である。
特に，応用例として扱いたいのは，パップス
の円環定理である。これは，1節でも述べた
が，与えられた複雑な問題を，反転という円
に関する鏡映変換を用いて非常に平易な問題
に置き換えるというものであり，反転の有用
性を示す応用例である。今後は，このような
授業案を開発し，実践していきたいと思って
いる。
なお，高校セミナーという実践の場を与え

て下さった，岐阜県教育委員会学校支援課の
先生方には，この場を借りてお礼申し上げま
す。ありがとうございました。
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