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円錐上の最短経路を題材にした教材の開発と実践

原田和樹1，愛木豊彦 1

生徒が数学を身近に感じ，数学を好きになるためには，自ら数学的なきまりなどを発見
する活動を通して，その楽しさを実感することが重要であると考えた。そこで，本論文
では，円錐上の２点間の最短経路について展開図をもとに考えるという中学１年生用の
教材を開発した。この授業では，円錐を組み立てる活動の中で，きまりを発見すること
に重点をおいている。
＜キーワード＞円錐，展開図，最短距離，三平方の定理，接線

1．はじめに
　次の問題 Iは，展開図を利用して解く問題
としてよく知られている。
　問題 I「図１のような円錐 Vを考える。図
１において ABは底面の直径であり，Cは母
線OAの中点である。ここで，円錐の表面を
通って，AからCへ行く経路で，線分OBと
必ず交わるもののうち，その経路の道のりが
最短となるものの長さを求めよ」

図 1

　この問題を解くには，図 2のように円錐の
展開図をかき，この図上での ACの長さを求
めればよい。さらに∠AOCが特別な角度であ
れば，三平方の定理を用いて ACの長さを求
めることができる。

図 2

　このように，問題 Iは，三平方の定理の活
用として取り上げられることが多い。
　ここで，円錐を底面を下にして置き，上の
方が高いと考えることにする。このとき，円
錐の側面の展開図である扇形の中心角の大き
さによって，最短経路が目的地よりも高いと
ころを通る場合と通らない場合とがある。こ
れは，２節で詳しく述べるように，中学生の
既習内容をもとに十分考察でき，しかも，中
学生にとっても興味深い内容であると判断し
た。したがって，SPP事業として開催される
授業を実践するに際し，これを題材にした授
業案を開発することにした。

　 2．授業の概要
　 2.1.題材について
　前節で示したように，円錐の底面を下に置
き，上の方が高いと考えることにする。そし
て，Aを出発して最短経路を通ってCに行く
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ものとする。
このとき，A から Cに行くまでに上り続
けるかどうかということと，図 2における
∠AOCの大きさの関係について考える。
まず，中心O，半径OCの弧を図 2の扇形
にかき，OAとの交点をC’とする。

ACが扇形の弧CC’に点Cで接するときを
考える。

図 3

性質１
　直線ACが弧CC’に点Cで接するとき，つ
まり，∠ACO=90◦のとき，∠AOC=60◦となる。
また，∠AOC=60◦ならば，∠ACO=90◦である。
（証明）Cは円錐 Vの母線の中点なので

CO：OA = 1 : 2.

　よって，∠ OCA=90◦なので，三平方の定理
より

CO：OA：AC = 1 : 2 :
√

3.

　よって，∠ AOC=60◦である。
　また，∠AOC=60◦ のとき，同様にして
∠ACO=90◦となる。 （証明終）

補題 1
　三角形AOCにおいて，∠ AOC≤ 60◦かつ，
OC：OA＝ 1：2のとき，∠ OCA≥ 90◦

図 4

（証明）OC：OA：CA＝ 1：2：aとする。
ここで，OCの長さを kとおくと，CA＝ 2k，
CA=akとなる。
余弦定理より，

cos O =
k2 + (2k)2 − (ak)2

2・k・2k

=
5 − a2

4
.

0◦ ＜∠OCA≤ 60◦より

1

2
≤ cos O＜ 1,

1

2
≤ 5 − a2

4
＜ 1,

2 ≤ 5 − a2＜ 4,

−3 ≤ −a2 ＜− 1,

1＜ a2 ≤ 3,

a＞ 0より

1＜ a ≤
√

3. (1)

もう一度余弦定理を用いて，

cos C =
(ak)2 + k2 − (2k)2

2・k・ak

=
a2 − 3

2a
.

a＞ 0と (1)より，

cos O ≤ 0

なので，∠ACO≥90◦が成り立つ。（証明終）

定理１
　∠ AOC≤ 60◦のとき，問題 Iでの最短経路
を通ってAからCに進むとき常に上り続ける。
（証明）補題１より，∠ AOC≤ 60◦のとき
は，三角形AOCは∠ OCA≥ 90◦の鈍角三角
形となる。このとき三角形AOCの辺AC上に，
２点 X，Y をとり，A に近い方を X とする。
このとき，XO＞YOとなることを示せば，こ
の定理が成り立つことがわかる。（図 5）
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図 5

これを以下の３通りの方法で証明する。

（証明１）

∠XYO = ∠COY + ∠OCA

　より，
∠XYO ≥ 90◦.

　よって，三角形 XYOにおいて，∠XYOが
最も大きい角である。三角形において最大角
には最大辺が対応するので，

XO＞ YO.

（証明終）

（証明２）

図 6

　ACをC側に延長し，Oから垂線を下ろし，
その垂線の足をHとする。
　三平方の定理より，

OY2 = (YC + CH)2 + OH2,

OX2 = (XC + CH)2 + OH2.

YC＜ XCより

XO＞ YO.

（証明終）
（証明３）
　∠ OCY = θとおくと，余弦定理より，

OY2 = OC2 + YC2 − 2OC・YC・cos θ,

OX2 = OC2 + XC2 − 2OC・XC・cos θ.

　 cos θ＜ 0なので，

−2OC・YC・cos θ＞ 0,

−2OC・XC・cos θ＞ 0,

　これと，YC＜ XCより，

XO＞ YO.

（証明終）

補題２
　60◦＜∠COA＜180◦のとき，線分ACと，弧
CC’は点Cとは異なる交点をもつ。

図 7

（証明）三角形AOCにおいて，線分CA上
にOC=CDとなる点Dがとれることを示せば
この定理が成り立つことがわかる。
中心O，半径OCの円O1と直線CAの交点

について考えると，交点の数は１つ，または
２つである。
交点の数が１つのとき，直線CAは円の接

線となるので，

∠ACO＝ 90◦.
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よって，性質 1より，

∠AOC＝ 60◦.

これは，仮定に矛盾する。
よって，円 O1と直線 CAは点 C以外の交
点Dをもつ。
この点Dが線分CA上にないと仮定する。
（i）点 DがC側の半直線上にあるとき
三角形 OCDは二等辺三角形なので，Oか
らCDにおろした垂線の足をHとすると，H
は線分CD上にある。
∠OHC＝ 90◦より，

∠OCA = ∠OHC+ ∠HOC

= 90◦ + ∠HOC

> 90◦

　三角形AOCにおいて，余弦定理を用いて，

OA2 = AC2 + CO2 − 2AO・CO・cos C,

　∠OCA＞ 90◦より，cosC≤ 0なので，

OA2 ≥ AC2 + CO2. (2)

　ここで，ACの長さの範囲を求める。
OC＝１, AC=aとすると，OA=2である。
三角形COAにおいて，余弦定理を用いて，

cos O =
22 + 12 − a2

2・1・2

=
5 − a2

4
,

　 60◦　＜∠COA ＜ 180◦より，

−1 < cos O <
1

2
,

−1 <
5 − a2

4
<

1

2
,

3 < a2 < 9,

a＞ 0より
√

3＜ a＜ 3. (3)

(2)，OC=1，(3)より，

OA2 > (
√

3)2 + 12

= 4.

　OA＞０より

OA > 2.

　OC=1のとき，OA=2なので矛盾する。
したがって，この場合は起こりえない。

(ii) 点Dが A側の半直線上にあるとき

(イ)∠OAC＜ 90◦のとき
∠OAD＞ 90◦なので，三角形OADにおい

て，∠OADが最大の角である。三角形におい
て最大角には最大辺が対応するので，

OA＜OD = OC.

　これは，OA：OC＝ 2：1に矛盾する。

(ロ)∠OAC＞ 90◦のとき
三角形 OACにおいて，∠OACが最大の角

である。三角形において最大角には最大辺が
対応するので，

OA＜OC.

　これはOA：OC＝ 2：1に矛盾する。

(ハ)∠OAC＝ 90◦のとき
直角三角形 OADにおいて，辺 ODは斜辺

なので，
OA＜OD = OC.

　これも，OA：OC＝ 2：1に矛盾する。
したがって，(i)，(ii)より点Dは線分AC上

に存在する。 （証明終）
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　定理２
　 60◦＜∠ AOC≤ 180◦のとき，最短経路は
目的地より高いところを通る。
（証明）60◦＜ ∠ AOC≤ 180◦のときの最短
経路は，補題２より，図8のようにOCを半径
とする扇形の弧と点C以外の点Dと交わる。

図 8

　このとき，線分CD上の任意の点をXとす
ると，点C，Dは円の円周上の点，点Xは円
の内部の点なので，

OX < OC

となるため，最短経路は目的地より高いとこ
ろを通る。 （証明終）

定理３
　∠ AOC＞180◦のとき，最短経路は線分OC
と線分OAを合わせた折れ線である。

図 9

（証明）
条件で示された経路は，円錐の表面を通り，か

つ，線分OBと交わらなければならない。こ
こで，X を経路と OBとの交点とすると，X
を通る経路の中で最短の経路は線分AX と線
分 XCを合わせた折れ線である。
従って，AO+OC＜AX+XCを示せばよい。
今，AB は円錐の底面の直径なので，点 B

は図 6の扇形の弧を２等分する点である。
よって，

∠AOB > 90◦，∠COB > 90◦.

　三角形 AOBにおいて，最大角には最大辺
が対応するので，

AO < AX .

　三角形COXにおいても同様に，

OC < XC.

　ゆえに，

AO+OC< AX+XC.

（証明終）

このように，∠ AOCの大きさによって最短
経路が登り続けたり，そうでなかったりする
ことがわかる。

2.2.授業のねらい
　今回の実践では，山の形を円錐とみて考察
していくことにした，また，対象学年が中学
１年生であるため，円錐の最短経路に対して
以下の考察ができると考える。
・展開図上で，スタートと目的地を直線で結
んだものが，最短経路であることがわかる。
・扇形の中心角が，120◦の円錐を実際に配布
し，ひもをかけることで最短経路が目的地よ
りも高いところを通ることに気付く。
・扇形の中心角が異なる円錐をいくつか作る
ことで，最短経路が，「登って下りる」，「登り
続ける」，「頂点まで登る」といった場合があ
ることに気付く。
　そして，本教材のねらいを以下のようにし



24 円錐上の最短経路を題材にした教材の開発と実践

た。
(a)どのようなときに最短距離になるのかを，
展開図や立体での考察を通して理解すること
ができる。
(b)さまざまな円錐を作ることで，最短の道路
の特徴を見つけ出すことができる。
(c)自らいろいろなきまりを発見することで，
数学への興味関心を高めることができる。

　本授業で最も重要なのは，円錐を作り，き
まりを発見するという数学的活動を通して，
数学の楽しさを実感することである。

2.3.授業の流れ
　授業の詳しい計画は，指導案（文末資料１）
で示したので，ここでは簡単に説明する。
　１．第１時

(1)問題提示・課題設定
まず，山の写真を見せ，「山に観光用の道路
をつくる。景色を 360°見ることができて，で
きるだけ環境を壊さずつくるにはどうしたら
よいだろうか。」という問題を提示する。ここ
で，「景色を 360°見ることができる」を「山の
周りを一周する」，「環境を壊さない」を「でき
るだけ短い距離」ととらえることを確認する。
そして，山を円錐とみて考えていくことと
し，「目的地までの距離ができるだけ短い道路
をつくろう。」という課題を設定する。

(2)個人追究

• ペンで円錐に道をかくなどして，最短
経路がどのようなものかを予想をする。

• 円錐の表面上にひもをかけ，最短経路が
どのようなものかを考える。

• 円錐の展開図上での最短経路について
考える。

(3)全体交流・まとめ
最短距離の見つけ方を交流する。
最後に，「展開図上で２点を直線で結んだ線
がに最短経路になる。」とまとめる。

２．第２時

(1)課題設定

前時の円錐での最短距離の道は目的地より
上に登っていることを確認する。円錐の中心
角を変えると最短距離の道はどうなるのだろ
うかと投げかけ「展開図の中心の角度を変え
たときの最短の道路について調べよう。」と
いう課題を設定する。

(2)個人追究

立体や展開図，もしくはその両方をもとに
して中心角が変わったときの最短距離の道の
性質について調べる。各班毎に協力してさま
ざまな角度の円錐を作り，それらを比べなが
ら調べる。

(3)全体交流

個人追究したことを全体で交流する。円錐
の形と最短距離の関係について見つけたこと
を全体で交流し理解を深める。(4)まとめ

3.実践結果
　講座名：「マウンテンドーロ」
　場所：岐阜県白川町立白川中学校
　実施日：平成 22年 9月 16日（木）
　　　　　第３,４校時
　対象：中学１年生（47名）
　 3.1.活動の様子
　１．第１時
　「目的地までの距離ができるだけ短い道路
をつくろう。」という課題設定後，４～５人の
班に分かれて個人追究を行った。各班には岐阜
大学数学科の学生が１人ずつついている。生
徒は写真1のようにペンで予想を立てていた。
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写真１

　その後，写真 2のように円錐にひもを巻き
つけることで，「もっと上に登ったほうが短く
なる」ととつぶやく生徒もいた。

写真 2

　そして，写真 3のように円錐の側面を展開
することで「予想の線がたるんでいる。ぴん
と張ればいい」といった声が上がり，最短距
離を見つけていた。

写真 3

　全体交流で出された「この円錐だと最短の
道路は目的地よりも登って下りている。」とい
う意見を，全員が納得していた。そこで，山の
形が変わっても最短の道路はいつでも「登っ

て下りる」のかという疑問を提示し，第２時
へとつなげた。

　２．第２時
　「展開図の中心の角度を変えたときの最短
の道路について調べよう。」という課題設定
後，第１時と同じように班に分かれて追究を
行った。班内で協力し写真 4のようにさまざ
まな円錐を作っていた。

写真 4

　その中で，展開図の中心の角度で場合分け
して「登り続ける」ときや「頂点まで登らな
くてはならない」（写真 5）といった特徴を見
つけて，全体交流で発表していた。

写真 5

　 4.考察
　授業後にアンケートを実施した。その回答
の一部を紹介する。
（１）円すいで最短になる道路の見つけ方
は理解できましたか？
　・理解できた　　　　　　　…46人
　・やや理解できなかった　　…1人
（２）さまざまな円錐を作って，最短距離
になる道路の特徴を見つける活動についてど
う思いましたか？
　・面白かった。

　・実際に作ってみると，いろんなことが分
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かった。
　・円すいをたくさん作ってそれぞれを比べ
たりしてわかりやすくできた。
（３）立体上で最短になる道路を見つける
にはどうすればよいですか？
　・展開図にしてスタートと目的地を直線
で結ぶ。
（４）授業の感想を自由に書いてください。
　・楽しく考えながら答えをみつけられた。
　・実際に物を使ってやることができたので
楽しかった。
　・ふだんあまり考えない事を考えられたの
で楽しかった。
　・難しかった。
　・数学の楽しさが分かった。

本授業のねらい (a)(b)(c)の達成度について
考察する。

(a)「どのようなときに最短距離になるのか
を，展開図や立体での考察を通して理解する
ことができる。」について
　個人追究のときに，全員が最短距離になる
道を理解し，「登って下りている」等の考察が
できていた。また，アンケートの質問 (1)で受
講生徒 47人中 46人が「理解できた」と回答
し，質問 (3)では「展開図にしてスタートと目
的地を直線で結ぶ。」と回答していた。このこ
とから，このねらいは達成できたと考える。

(b)「さまざまな円錐を作ることで，最短の
道路の特徴を見つけ出すことができる。」に
ついて
　第２時の個人追究で，班内で協力しどの班
も「登り続ける」ときや「頂点まで登らなけ
れまならない」ときがあることを展開図の扇
形の角度で場合分けして特徴を考えられてい
た。また，アンケートの質問 (2)で「実際に

作ってみると，いろんなことがわかった」や
「円すいをたくさん作ってそれぞれを比べた
りしてわかりやすくできた」といった回答が
あったことから，このねらいも達成できたと
考える。

(c)「自らいろいろなきまりを発見するこ
とで，数学への興味関心を高めることができ
る。」について
　アンケートの質問 (4)で「実際に物を使って
やることができたので楽しかった。」や「ふ
だんあまり考えない事を考えられたので楽し
かった。」といった回答があった。また，どの
生徒も最短経路についてのきまりを発見でき
ていた。このことから，このねらいも達成で
きたと考える。

5．今後の課題
　今後の課題は，本教材の見直しである。問
題設定に少し無理があり生徒がすぐには理解
しがたかった。さらに本教材についての教材
研究をし，わかりやすい問題設定にしたい。対
象が中学２，３年生の場合では，より深い考
察もできるためほかの授業展開も考えていき
たい。また，授業中の時間配分がうまくいか
ず，生徒たちも円錐を作ることに夢中になっ
て学習プリントに気づきや考えを記入する時
間が十分に取れなかった。この点についても
改善していきたい。
　今回の教材開発をもとに，他領域の教材開
発もしていきたいと考えている。また，算数・
数学が楽しいを思える児童・生徒が増えるよ
うな教材開発を行っていきたい。
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文末資料１（第１時）
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文末資料２（第２時）


