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シャボン膜の性質を数学的に考察する教材の提案

大原洋平1,藤井雄介1,松本浩佑1,佐治健太郎1

　シャボン膜の形を題材として中学生または高校生用の平面幾何学に関する授業を提案
する。
＜キーワード＞シャボン膜,最短距離

1.序

シャボン膜は針金で作った輪を石けん水に
浸して取り上げると観察できる膜である。日
常生活の中でも簡単に作ることができるが,シ
ャボン膜は「針金の輪に張ることの出来る形
の中で面積が極小値をとるように張る。」と
いう性質があり,数学の研究対象ともなってい
る。たとえば,針金の輪をどんな形に作っても
シャボン膜が張ることが1930年初頭にダグラ
スとラドーによって独立に証明された。また,
実際にシャボン膜を観察すると面積極小性に
由来する対称性と独特の透明感があり, きれ
いだと感じる人が多い。このようなことから,
シャボン膜を題材にすると, 幾何学に関して
生徒の興味・関心を喚起することができると
我々は信じている。本論文では,シャボン膜の
形を題材として中学生または高校生 (数学 A)
用の平面幾何学に関する問題を提案する。

2.問題

問題は「与えられた平面上の三角形 ABCの
内部に点 Pをとり,線分の和 AP + BP + CP

が最少となるような Pを見つけよ。」という
ものである。

これは次のようにシャボン膜の張り方と関
係している。図1のような透明なフィルム (堅
めのOHPシート)の数カ所に針金を渡した器
具を用意し,シャボン液に付けて取り出す。

透明なフィルム
針金

図 1:用意するもの

取り出すと針金を渡した場所に応じていろ
いろな形のシャボン膜が張るが, シャボン膜
はフィルムに垂直な平面状に張ると考えると,
フィルムの外側からシャボン膜が見える線分
の長さの和が最少になるように張っているは
ずである。よって本問題の線分AP, BP, CPは
フィルムの外側からシャボン膜が見える線に
対応し,答えの Pはシャボン膜が 3本に分か
れている場所である。

図 2: Pの位置
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この問題の答えはフェルマー点やシュタイ
ナー点と呼ばれており, 高校程度のベクトル
や微分法の知識があれば機械的に求めること
ができる。しかし,補助線をうまく使えば中学
生の学習範囲内でも求めることができる。以
下に示すようにここで与える補助線の引き方
は中学校における問題演習ではあまり登場せ
ず, このような問題演習の経験を積ませるこ
とも本論文の目的の一つである。ここで述べ
る方法は [1, Section 1.8]による。

(問題の解答)点 Pを三角形 ABCの内部に
とり, 三角形 APCを A を中心に 60◦ 回転さ
せる。P, Cの移動先をそれぞれ P′, B∗ とする
(図 3)。
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図 3:補助線
移動の設定から∠PAP′ = 60◦とAP=AP′が
成り立つので三角形 APP′は正三角形である。
従って AP=PP′ である。また, CP=B∗P′ であ
る。ゆえに

AP+BP+CP=B∗P′+P′P+PB

が成り立つ。ゆえに AP+BP+CPが最小とな
るのは

B∗, P′, P, B

が一直線上にあるときである。すなわち, Pは
BB∗ 上にある。ここで B∗ は ACを一辺とす
る正三角形を三角形 ACB の外側に描いたと
きの A, C以外の頂点である。
他の 3辺も同様に 60◦ 回転させて考えると

Pは AA ∗, CC∗上にある。ここで, A∗, C∗のと
り方はB∗ のとり方と同様である。

次に AA ∗, BB∗, CC∗が一点で交わることを
示す。
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図 4:一点で交わることの証明

三角形 ACB∗ は正三角形なので ∠ACB∗ =

60◦ である。さらに 三角形 APP′ も正三角
形なので ∠APP′ = 60◦ である。よって円周
角の定理の逆より APCB∗ を通る円が存在す
る。もう一度, 三角形 ACB∗ は正三角形なの
で ∠CAB∗ = 60◦ である。ゆえに円周角の定
理より ∠B∗PC= 60◦ である。同様に PBA∗C
を通る円が存在し, ∠ A∗BC= 60◦ なので ∠
A∗PC= 60◦がいえる。ゆえに PA∗と PAのな
す角は 180◦である。よって Pは AA ∗上にあ
る。同様にして CC∗ 上にあることも示せる。
したがって Pは辺 AB, BC, CAそれぞれを一
辺とする正三角形を描き, そのもう一つの頂
点と, 向かい合う頂点を結んだ 3つの直線の
交点である。 �
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図 5: Pの見つけ方 (外側の 3つの三角形は
全て正三角形である)
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ここで使った議論は 120◦を超える角をもつ
三角形に対しては途中でうまくいかなくなる。
先ほどの議論で ∠A> 120◦とする。このとき
BB∗ は三角形 ABCの内部を通らない (図 6)。

B*

A B

C
P

P’

図 6: ∠ A> 120◦ の場合
この場合,

AP+BP+CP=B∗P′+P′P+PB

は同様に成り立つ。以下で三角不等式を使って

B∗A+AB < B∗P′+P′P+PB (∗)

を示す。余計な部分を消去して, 図 7で考え
る。点線は B∗A, BA をそれぞれ延長させたも
のである。

B*

A B

図 7: (∗)の証明 1
線分 AB∗ は AC を 60◦ 回転させたものな
ので,図の角度 αは 60◦ より小さい。同様に
図の影を付した部分の中心角は 120◦より大き
い,特に 60◦より大きい。ゆえに∠PAP′ = 60◦

より,少なくとも P, P′ のどちらか一方は図の
影を付した領域内にある。Pが影を付した領
域内にあるとする。B∗Pと BA を延長させた
線との交点を Dとする (図 8)。
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図 8: (∗)の証明 2

三角不等式より

B∗A < B∗D+DA , DB < DP+ PB

が従う。よって

B∗A + AB < B∗P+ PB

が成り立つ。さらに三角不等式より

B∗P< B∗P∗ + P∗P

も得る。従って (∗)を示すことができる。影
を付した領域にあるのが P′の場合も同様に示
せる。ゆえに三角形 ABCの内部の任意の点 P
に対して, AP+BP+CPは AB+BCより長い。
ゆえにこの場合,最小値を与える Pの位置は
A と一致する。

120◦を境に三角形の性質が変わる別の現象
に関しては [2]でも調べられ,教材化がなされ
ている。

3.問題提起と授業の流れ
本論文では問題を生徒に示す前に, いくつ

かの作業を行ってより生徒の興味・関心を喚
起することを考える。
初めに透明なフィルム二枚の間に, 正三角

形を作るように三本の針金を渡したものを作
り,石けん水に浸して取り上げる。すると図 9
のようにシャボン膜が張る。

図 9:シャボン膜
ここで,生徒に正方形を浸すとどうなるか質

問する2。初めに正三角形を見せられたほとん
2このタイミングでこの質問をすることは岐阜大学教育学部の山田雅博氏の示唆によるものであり,同氏に

感謝する。
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どの人は図10のような形にシャボン膜が張る
と予想する。

図 10:正方形の場合の予想

しかし実際に正方形を浸してみると図10の
ように張ることはなく,図 11のように張る。

図 11:正方形の場合のシャボン膜

シャボン膜は一番効率が良い形になろうと
するので, 面積が一番小さくなるように張る
ことはよく耳にする話題である。ここでこの
話を生徒にし, 予想と実際のシャボン膜の形
では実際のほうが本当に面積が小さいことを
検証する。

フィルムの間隔は一定なのでシャボン膜が
張っている部分の長さを比べれば良い。それ
はそれぞれ図 12のようになっている。

図 12:正方形の場合の予想と実際
実際に張るシャボン膜の三叉路になってい

る部分は, バランスがとれるようになってい
ると考えれば, 三叉路の角度は 120◦ である
と考えられるので, 長さが計算できる。正方
形の一辺の長さを 1 とすると,予想されるシ
ャボン膜の長さは対角線の長さの二倍なので
2
√

2 = 2.828 · · · である。実際に張るシャボン
膜の長さは図12の影を付した直角三角形が内
角 30◦, 60◦, 90◦をもつ三角形であることから,
辺の長さは短い方から 1/(2

√
3), 1/2, 1/

√
3な

ので,長さは

4 · 1√
3

+

(
1 − 1√

3

)
= 1 +

√
3 = 2.732 · · ·

となる。予想された張り方の場合の長さは
2.828 · · · なので実際に張るほうが短いことが
わかる。
さて, 三角形に針金を渡したものは図 2の

ようにある点 Pから各頂点へ放射状に線が伸
びるような形に張るが, Pは重心とは異なる。
これは第２節でも述べたように 120◦ 以上の
内角をもつ三角形を考えれば, その鈍角をも
つ頂点に Pが一致することから容易に分かる
し,実際に実験しても確かめることができる。

図 13: 120◦以上の内角を持つ場合（一番長
い辺以外の２辺に膜が張っている）
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図13は120◦以上の内角を持つ三角形にシャ
ボン膜を張らせたもので, 一番長い辺以外の
２辺に膜が張っており, pは重心と異なること
がわかる。
ここまで導入し, 生徒の興味を喚起した上
で第２節の求め方を生徒に考えさせる。

4.授業案について
本節では指導案を示すことにより, 授業の

提案を行う。指導案は文末につける。
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