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自然現象を数学を用いて解明する発展的教材

村岡恵理1，愛木豊彦2

　近年，文部科学省は学力向上プランなどを実施し，少人数指導，習熟度別指導の実施，
「総合的な学習の時間」で各学校が全体計画を作成することを規定するなど，個々に応じ
た指導の場や内容の充実を図っている。岐阜県でも数学好きな小・中・高校生を対象とし
た「算数・数学セミナー」が平成 13年度より開催されている。そのような流れを踏まえ，
数学好きな子どもが通常授業で身につけてきた基礎・基本の知識，技能を活用して，問
題解決にあたる，といった発展的に学習できる教材の開発を目指し，「高校数学セミナー」
において実践を行った。題材として熊の生態系を扱い，これについて現象にあった数式
を立てたり，実験をしたりするなどの活動を行う。本論文では，教材の概要及び，高校
生対象として行った実践の経過と結果を紹介する。
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1. 序

算数・数学セミナ－の概要を簡単に述べる。
目的は，「算数・数学に興味・関心をもつ児童
生徒が，より発展的な内容を学習することに
より，個々の学力を伸ばすとともに算数・数
学への興味・関心を一層高めることを図る。」
ことである。よって，本セミナーにおいては，
県内の数学好き，数学が得意な児童，生徒が
多く参加する。今回，高校数学セミナーで授
業を行うにあたって目指したことは，今まで
に学習した事柄を使って問題解決するような
教材を提供することと，身近な自然現象を取
扱った問題を提示することである。その理由
は，以下の 2点である。

まず，1点目は，数学セミナーに参加する生
徒は，皆数学が得意，もしくは数学が好きな
生徒ばかりだということである。よって，通
常授業とは違った発展的な内容が望ましいと
考えた。

2点目は，数学の有用性をより感じ，積極
的に利用してもらいたいと考えたからである。

数学には，数学それ自体を研究する分野と，数
学を用いて研究していく分野とが存在する。
小，中，高と学ぶ数学は系統的に構成されて
おり，どちらかといえば，数学それ自体を学
んでいく学習形態となっている。そこで，今
回参加する生徒に，数学を用いて現象などを
解明することを体験してもらい，数学の良さ
や有用性をより実感してほしいと思っている。
このような点から，今回，自然界における
現象を数学を用いて説明することを授業の目
的とする。

2. 教材の概要
本教材では，寒いところに住む熊が大きい
ことを数学を用いて説明する。

19世紀半ばステン・ベルクマンによって，
「恒温動物の同じ科や属の動物の種について
体の大きさを比べてみると，失われる熱を少
なくするために，寒い所に行くほど大きくな
る。」という法則が発表された。この法則の
代表的な例が熊である。世界には様々な種類
の熊がいるが，一般的に寒いところにいる熊
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は大きく，暑いところの熊は小さい。このこ
とを，実験や式，相似比と表面積比，体積比
の関係などによって説明する，中学生及び高
校生対象の教材である。
この教材は，以下の 4つの活動から構成さ
れる。

活動 1© 熊の体温の変化に着目し，（熱量）=

　（質量）×（温度変化）を元に，体温
　の変化についての公式を作る。

活動 2© 活動 1©で作った体温の変化の公式が
現象にあっているか実験と計算を用い
て確かめる。

活動 3© 空間図形では，（表面積比）＝（相似
比）2，（体積比）＝（相似比）3となるこ
とを様々な空間図形の表面積及び体積
を計算することを通して理解し，それ
らを用いて形が相似な 2匹の熊のそれ
ぞれの体温の変化についても考察する。

活動 4© 活動 3©を用いて，形が空間図形に比
べて複雑ではあるが，相似である 2匹
の熊の場合についても（表面積比）＝（
相似比）2，（体積比）＝（相似比）3 とな
ることを証明し，体温の変化について
考察する。

3. 教材の背景
この教材の題材として扱う熊の生態系につ
いて説明する。
熊の体温の変化について，物理のエネル
ギーに関する法則を用いて説明する。
熊全体が，1つの物質で構成されていると
考える。そして，熊を体温よりも非常に低い
気温の場所に連れて行くとする。熱力学の第
1法則より，物体が外部と熱および力学的に
作用し合い，外部から物体に熱Qが入り，外
部が物体に仕事W をした場合に，その前と後
での物体の内部エネルギー U の変化∆U は

∆U = Q + W

である。今，熊の体温よりも外部の気温の方
が低く，熊から外部に熱が出るので，Q < 0。
また，熊の体積は変化しない，定積変化と考
えると，W = 0。よって，

∆U = Q

ここで，エネルギーの単位を J，熱量の単
位を calとし，1cal=4.18605Jとすると，

∆U = 4.18605Q (1)

熊の比熱を c[cal/g℃]，質量をm[g]，熊の
最初の体温をT [℃]，変化後の体温をT 0[℃]と
すると，熊の内部エネルギーの変化は，

∆U = −4.18605mc（T − T 0） (2)

Qは，熊から外部に出た熱である。熊から
出る熱は，熊の皮膚（表面）から出ると考える
ことができる。熊の表面積を S[cm2]とする。
熊の表面積∆S あたり，時間∆t間に出てい
く熱の量を∆Qとすると熊の表面全体Sあた
り時間 t間に出ていく熱Qは，

Q = − S

∆S

t

∆t
∆Q (3)

ゆえに，(1)～(3)より

−4.18605mc（T −T 0）= −4.18605
S

∆S

t

∆t
∆Q

T − T 0 =
1

mc

S

∆S

t

∆t
∆Q

熊の密度を，k[g/cm3]，体積をV [cm3]とす
ると，m = kV。よって，

T − T 0 =
1

kV c

S

∆S

t

∆t
∆Q

この式を使って，体の小さな熊と大きな熊
を同時に寒いところに連れて行った場合の 2

匹の熊の時間 t間の体温の変化を考える。
小さな熊の表面積を S，体積を V とし，大
きな熊の表面積を S ′，体積を V ′とする。今，
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熊はどちらも全く同じ物質で構成されている
と考えると，熊の比熱 cと熊の密度 kは共通
である。さらに，熊の表面積∆Sあたり，時
間∆t間に出て行く熱の量∆Qも同じである。
よって，2匹の熊の体温の変化の比は，

(
小さい熊の
体温の変化

)
:

(
大きい熊の
体温の変化

)

=
S

V
:

S ′

V ′

となる。
ここで，熊の形はほぼ相似であると考え
る。相似比を，a：b（a ＜ b かつ a，b ＞ 0）
とすると，（表面積比）=（相似比）2 かつ，
（体積比）=（相似比）3 であるので，
（小さい熊の体温の変化）：（大きい熊の体温の変化）

＝
S

V
：

S ′

V ′ =
a2

a3
：

b2

b3
=

1

a
：

1

b
= b：a

となる。今，a < bなので，小さな熊の方が
大きな熊と比べて体温の変化が大きいという
ことになる。
以上のことから，小さな熊の方が寒さに弱
いため，寒いところにいくほど熊の体は大き
くなるということがいえる。よって，ステン・
ベルクマンの法則は成り立つ。

4. 実験方法
熊の体温は実際に測定することはできない
が，お湯を使った実験によって温度変化を測
定することが可能である。

200mlと 400mlのお湯（水は 1ml=1gであ
り，かつ密度は，1g/cm3であるので，体積は
200cm3，400cm3となる）の入った計量カップ
を空気中においた場合の温度変化を調べる。
予備実験の結果から，200mlと 400mlの表面
積/体積の比と，実験から得られる温度変化の
比はほぼ同じになることがわかっている。そ
の際，以下の作業 4©， 5©を手早くした方が実
験結果がより理論値に近づく。
準備するものは，以下の 4つである。

・500mlの計量カップ 2つ（円柱に近い形）
・温度計 2本
・熱湯に近いお湯（90度前後が望ましい）
・ストップウォッチ 1つ
熱湯に近いお湯を使うのは，2匹の熊を寒

いところに連れて行く，つまり，体温と気温
の温度差が大きい状態を作るためである。
では，実験方法を順をおって説明する。

1©計量カップ 2つに，少しお湯を入れる。
2©しばらくそのまま放置し，カップを温める。
3©計量カップが温まったころ，お湯を捨て，　
　 400mlと 200mlのお湯を別々のカップに入
　れる。
4©温度計を入れ，温度を読み取る。
5©読み取ると同時に，ストップウォッチをス
　タートさせる。
6©ゆっくりお湯をかき混ぜながら 3分間待つ。
　（熊の体の中では，血液が循環しているの
　で，それと同じ状況を作るため。）
7©3分後，温度を測定する。

5. 先行研究
現象に対して子ども達自身が式を作り出す
という教材には，岩崎，愛木による「てこを
用いた授業実践」（[1]）がある。この教材は，
中学 3年生を対象とした選択数学の時間での
実践である。この実践から，てこのつりあい
に関して公式を作ることによって，子ども達
は数学の良さや有用性を感じることが報告さ
れている。また，近藤（[2]）による，数理モデ
ルの考えを用いた実践では，「カイロの良さ」
というあいまいなものを，温度，持続時間な
ど，子ども達自身で着目する視点を考え，数
式に表す（モデル化する）ことに，子ども達
は意欲的に取り組んだということが発表され
ている。これらの先行研究を踏まえ，今回の
教材では，熊の生態系を体温の変化に着目し
て公式に表すだけでなく，その式の妥当性を
確かめるために実験を行う作業を取り入れる
こととした。さらに，既習の数学の知識（相
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似について）を用いて，より詳しくその公式
を考察し，熊の生態系について説明すること
とした。

6. 教材のねらいとその良さ
本教材のねらいは，まず，数学の有用性を
感得することである。さらに，自分で習得し
ている数学の知識や技能を用いて，問題を発
展させていく力を身につけることも，ねらい
の 1つである。そして，一連の作業を自分で
把握でき，それらを他者へ向けて発信できる
表現力をも養いたいと考える。
それらのねらいを踏まえて，教材の良さを

2点述べる。まず，1点目は，「寒いところに
行くほど熊が大きくなる。」という自然現象
に現れる法則を，体温の変化に注目すること
によって数式で確かめることができ，なおか
つ体験的な活動を取り入れて，実際にお湯を
用いた実験によってもその式の妥当性を確か
めることができる点である。式については，
物理を学習した高校生であれば，容易に導き
出すことができるであろう。また，中学生で
あっても，（熱量）=（質量）×（温度変化）
など，ある程度考えの助けとなるような式を
与える，考える時間を多くとる，などの工夫
をすれば，式を立てることができる。さらに，
実験によって公式の妥当性を感じることがで
きるので，数学で生態系が表せそうだという
興味が持て強い動機付けができ，積極的に数
学を用いようとする姿勢が育成できる。

2点目は，熊を空間図形に置き換えること
によって，考察対象が空間図形となり，問題
解決の過程において既習の学習事項が使える
ようになる。従って，自分で問題を発展させ
て考えることが可能となる点である。熊を，
生徒がよく知っている空間図形に置き換える
ことで，「解決できそうだ。」という思いが
強くなり，自ら問題解決しようとする姿勢が
生まれる。そして，「もっと複雑な図形，実
際の熊に近い形ににしていけばどうなるだ

ろう。」と発展して考えることができる。体
温の変化の公式に（表面積比）=（相似比）2，
（体積比）=（相似比）3を用いれば，より正確
に熊の生態系について説明できる。既習の学
習事項を用い，なおかつ自分で形を複雑にし
ていくことで熊の生態系という自然界の現象
も説明できることから，数学の有用性が感得
できる。
この 2点が相互に関わることで上記の教材
のねらいが達成できると考えた。

7. 授業のねらい
本授業は，序で述べたように，岐阜県教育
委員会が行っている学力向上プランの 1つで
ある「算数・数学セミナー」の中の，高校生
対象の講座全 6回のうち，1回を用いて実践
した。
本授業のねらいを，

1©熊の生態系を，体温の変化に着目して数式
　を用いて表現することができる。
2©実験から，公式の作成，相似を用いた考察
　までの流れを自分の言葉でまとめることが
　できる。
の 2点とする。
小，中，高と学ぶ数学は系統的に構成され
ており，どちらかといえば，数学それ自体を
学んでいく学習形態となっている。そこで，今
回参加する生徒に，数学を用いて現象などを
解明することを体験してもらい，数学の良さ
や有用性をより実感してほしいと思っている。

8. 授業の概要と手立て
実施日，実施場所は以下の通りである。

実施日 平成 15年 12月 13日
場　所 岐阜大学教育学部
参加者 県内の高校 1年生～2年生（13名）

授業は，次のように行った。

1. 温度変化を実験から確かめ，体温の変
化と表面積，体積との関係についての
式を立てる。
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(a) 寒いところに住んでいる熊の方が
体が大きい法則があることを知る。
（提示した目標：「ベルクマンの法
則を，数学を使って説明しよう。」

(b) 大小 2匹の熊を寒いところに連れ
て行く状況を提示し，体温の変化
に着目させる。

(c) 実際に，計算した円柱と同じ形の
計量カップを用いて，温度変化を
測定する。

(d) 絵や図を用いて，

1©熊は熱を持っている
2©熱は，表面から逃げていく
3©熱＝質量×温度 (体温）とする
ことを提示し，温度変化と表面積・
体積の関係に着目させる。

(e) 以上をもとに，熊の体温の変化の
公式を作る。

2. 空間図形では，（表面積比）=（相似比）2，
（体積比）=（相似比）3 となることを計
算を通して理解し，それを用いて形が
相似な 2匹の熊の，それぞれの体温の
変化についても考察させる。

(a) 熊を簡単な円柱に置き換え，作った
公式を用いて，先ほどの計量カップ
に入れたお湯の温度変化を計算す
る。（提示した問題：「実験で使った
計量カップの温度変化の比を，式
を使って計算してみよう。計量カッ
プは，半径が4cmです。高さは，お
湯を 400mlいれるとちょうど 8cm，
200mlいれると 4cmです。」）

(b) 実験から得られた温度変化の比と，
計算して求めた比を比較する。

(c) 相似な熊について考察する。（発展：
熊の模型を提示する。）

(d) 自分達のまとめや考えを発表する。

9. 生徒の活動

授業のねらいである，現象の公式化とまと
めについて，生徒のプリントを一部紹介する。
生徒の作った公式

物理を学習済みの生徒と，そうでない生徒
とに進度の開きはあったが，全員が公式を作
ることができた。（グラフ 1参照）
■体温の変化について公式を作ることができたか

　　　　　＜グラフ 1＞
生徒が作った公式を一部紹介する。

A
1©時間・・・t，1cm2 あたり逃げる熱の量・・・P，表

面積・・・S

tPS =逃げた熱

2©質量・・・m，最初の温度・・・a，最後の温度・・・b

逃げた熱 = m（a − b）

1©， 2©より
　　　　　 tPS = m（a − b）
一定の時間に 1cm2あたり逃げる熱を熊か

ら逃げる熱の量の規準として式を作ろうとし
ている。
B
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熊から逃げる熱を，（定数）×（表面積）×
（外部の気温と熊の体温の差）×（時間 t）と
表現し，最初に熊が持っている熱の量から，そ
れを引き算して考えている。

C

この生徒は，物理を学習しているので，熊
の熱量Qについて考え，次のような式をたて
ている。Q = mT0 − aS（m・・・質量，T0・・・
始めの体温，a・・・表面積 1cm2あたり逃げる
熱の量）さらに，小さい熊と大きな熊，それ
ぞれに関する式にしている。（□部分）

D

1©熱＝質量×（始めの温度−後の温度）
1©熊が失った熱＝ 2©熊から逃げた熱
2©熱＝表面積×（始めの温度－気温）
質量×（始めの温度－後の温度）＝表面積×（始めの

温度－気温）

この生徒は，熊の体温と外界の気温との差
にも注目し，式を作っている。

こちらが想定していなかった，気温と熊の
体温の差に注目する生徒が数人いた。また，
物理を学習済みの生徒は，1時間もたたない
うちに公式を作りあげた。その後，その式を
用いて，実験に用いた計量カップについて温
度変化を計算する作業を，進んで行っていっ
た。

生徒のまとめ
A

B

上記のように，生徒は，自分の言葉や作っ
た式を使って「寒いところに住んでいる熊の
方が体が大きい」ことをまとめた。ここでは，
一部の生徒のプリントのみだが，全員のプリ
ントを見ると，物理を学習していない生徒も，
等しい関係にある量（熱）を見つけ，質量，体
積，比熱，時間，表面積などに注目して公式
を作っていることがわかる。
簡単な空間図形の（表面積比）＝（相似比）2，

（体積比）＝（相似比）3をもとに，複雑な空間
図形でも，同様のことが言えることを考察す
ることに関しても，自ら相似比を設定したり，
また熊の模型を簡単にして考えたりなど，既
習の知識が使える形にして学習を進めていた

10. 授業のまとめ
授業の様子及び，授業後にとったアンケー
トの結果から，まとめを行う。
学年や，物理を学習しているしていない，
相似な空間図形の学習の有無といった個々の
学校での進度は違ったものの，すべての生徒
は，公式を作成でき，自分の言葉で考察結果
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をまとめることができた。また，本授業の難
易度について，以下のような調査結果となっ
た（グラフ 2参照）。

■今回の授業の難易度は適切でしたか

　　　　　＜グラフ 2＞

適切と答える生徒の割合がもっとも高い。ま
た，少し難しいと答える生徒もいるが，全員
が公式を作れたことや，学習の様子から，少
し難しくても積極的に考えていたといえる。
これは，最初に「熊の生態系を数学で説明す
る」，といった普段の授業では扱わないよう
な課題を提示したためだと考えられる。グラ
フ 3から，生徒の 13人中 11人が，題材に「興
味を持った」，「少し興味を持った」と回答して
いる。さらに，そのような自然現象が数学で
説明できることから，普段の生活や社会にで
たときに，「役立つ」，「どちらかといえば役立
つ」と答える生徒が多くなったといえる（グ
ラフ 4参照）。

■熊のような自然の生態系を数学を用いて説明するこ

とに興味をもちましたか

　　　　　＜グラフ 3＞

■数学を勉強すれば，普段の生活や社会にでたときに

役立つと思いましたか

　　　　　＜グラフ 4＞
今回のような，数学好きな生徒が集まる講
座において，数学を使って問題を解決できる
ような本教材は，次のような感想が多くあっ
たことから，有効であったといえる。

• 今までは，こんなことは考えたことがな
かったので驚きでした。今度は周りの温
度との関係も調べてみたい。

• いつもは答があるものを解いているか
ら，掘り起こすみたいな感じでおもし
ろかった。

• 普通に暮らしていて，なんとなく大き
い方が温度変化が少ないような気はす
るけれど，「なんで？」って言われると
「え？」って感じだった。だから謎が解
明できてうれしかった。

• 式がどんどんわかっていくうちに，温度
の秘密がわかってきて，おもしろかった
です。

• 物理も数学も好きなので，今日のこの
課題はとても考えやすくておもしろかっ
た。こういった，2つの教科を連合させ
たものも，とてもおもしろいと思った。

• 高校数学とは違い，いろいろと考える
ことができた。

• 今日は，考えがたくさん浮かんできて，
公式も自力でつくれたのですごくうれ
しかった。この問いは，いろいろな要
素を考えれば，どこまでも考えられる。
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11. 今後の課題
当初は，全員が同じ進度で順番に活動を進
めていく予定であったが，生徒がどんどん自
分で学習を先へ先へと進めていったので，途
中から，個人学習（あるいはグループ学習）
の形態となった。公式を作る時も，一人一人
が時間，周りの気温，比熱などに注目し，完
成へと向かうことができた。
しかし，個人で先へ進めていく形態なので，
進度に差が出たことを忘れてはならない。授
業難易度を「簡単」と答える生徒はいなかっ
たが，感想で「もっと苦しい問題でもいい。」

と述べる生徒もいたことから，先へ学習を進
めていける子どもへの対応，教材の再考察が，
今後の課題である。
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