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測定誤差を題材とした教材の開発と実践

山田恵介1，愛木豊彦2

　 2008年に学習指導要領の改訂が行われ，中学校数学科の内容に，新しく「資料の活
用」という領域が設けられた。そこで，この領域における 1年生の学習内容である「近
似値」に他の単元の内容を関連させた教材の開発を行った。授業の題材は，測定したと
きに生じる誤差の大きさに関する性質を不等式を用いて証明することである。本稿では，
授業の内容と 2010年 2月に実践した結果について報告する。

＜キーワード＞測定値，誤差，真の値，不等式，比例・反比例

1．はじめに
　 2008年に改訂された中学校学習指導要領
数学科に「資料の活用」という領域が新しく
設けられ，「近似値」が第 1学年の学習内容と
なった。そこで，学習指導要領の完全実施に
先立ち，近似値や誤差について考察する教材
を開発することにした。その理由は次の 3つ
である。
　 1つ目は，生徒が誤差に興味を持つと考え
たからである。ほとんどの生徒は，実験など
で行われる測定の経験から，「誤差」という語
句を聞いたことがあるはずである。また，ど
んな測定器具を使っても，必ず誤差が生じる
という事実からも，数学的な興味・関心をひ
きだせるのではないかと考えた。
　 2つ目は，今回の改訂で「不等式」が第1学
年の学習内容となったことである。[1]におけ
る内容の取扱いでは，「大小関係を不等式を用
いて表すことを取り扱うものとする。」とあ
り，前々回の学習指導要領とは大きく異なっ
ており，中学校における「不等式」の指導は
重要な研究課題である。そこで，不等式は誤
差を表現するための有効な方法ということも
あり，不等式と誤差を関連させた新たな教材
を開発したいと考えた。

　 3つ目の理由は，次節でも示すように，誤
差について考察していく過程で比例と反比例
を活用できることである。本教材で扱う，誤
差，不等式，比例は全て第 1学年の学習内容
である。これらの各領域の内容を総合して考
えられる点や日常の事象を学習に関連付けて
いる点から第 1学年の課題学習に位置付ける
ことが可能である。
　本論文では，このような背景のもとで開発
した教材および実践について報告する。
　本論文の構成は，以下の通りである。第 2
節で題材，第 3節で授業展開について，第 4
節で実践の概要を紹介する。そして，第 5節
で実践結果について考察し，最後に今後の課
題を示す。

2．題材について
　誤差には 3種類ある。製品の製造過程で重
さや形に違いが生じる「製品誤差」，測定し
たとき，四捨五入，切り捨て，切り上げをし
た際に生じる「測定誤差」，丸め誤差や桁落ち
等の計算過程で生じる「計算誤差」(参考 [2])
である。ここで，測定誤差に関連した次の問
題を考える。
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問題 I
重さを gで表示する電子ばかりでビー玉の
重さを測定する。ただし，この電子ばかり
は，小数第 2位を四捨五入して得られる値
を表示するものとする。このとき，n個の
ビー玉の重さを測り，そこからm個のビー
玉の重さを求めたときの値 anの誤差 enの
とりうる値の範囲を nで表せ。

(解答)　ビー玉 1個の重さの真の値を a(g)，
n個の測定値を xn(g)とすると，その真の値
は，na(g)なので，

|xn − na| ≤ 0.05.

次に，xnからビー玉m個の重さを求めると
an = xn

n
mである。ビー玉m個の重さの真の

値は，ma(g)なので，その誤差は

|an − ma| = |xn

n
m − ma|

= m|xn

n
− a|

=
m

n
|xn − na|

≤ 0.05
m

n
.　　　　　　　　(1)

よって，|en| ≤ 0.05m
n
. (終)

　上の問題を次のようにグラフを使って解く
こともできる。

グラフ 1

ビー玉 1個の重さの真の値を a(g)，x個の
重さの真の値を y(g)とする。このときビー玉

n個の重さの測定値と naとの差の絶対値は，
0.05以下なので，測定値は線分AB上の点の
y座標に一致する。従って，それをもとに求め
たm個の重さの測定値は，CD上の点の y座
標に一致する。よって，fnをグラフ1のように
定めると，相似の性質から，fn : 0.05 = m : n

となり，fn = 0.05m
n
である。ゆえに，nの値

を大きくすれば，誤差が限りなく 0に近づい
ていくことが分かる。
　
　また，誤差について次の問題も考えられる。

問題 II
問題 Iと同じ状況で，ビー玉m個の重さの
測定値xmと anとの差 bnのとりうる値の範
囲を nを用いて表せ。

(解答)　ビー玉 1個の重さの真の値を a(g)
とすると，|xm −ma| ≤ 0.05である。よって，
(1)より，

|bn| = |an − xm|
≤ |an − ma| + |ma − xm|
≤ 0.05

m

n
+ 0.05.

よって，|bn| ≤ 0.05(1 + m
n
). (終)

　
　この問題も先ほどと同じようにグラフを使
って解くことができる。

グラフ 2

ビー玉 1個の重さの真の値を a(g)，x個の
重さの真の値を y(g)とする。そして，グラフ
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2のように，A，B，C，D，Eを定めると，B，
C，Eの y座標は，それぞれ，ma + 0.05，
ma，ma − 0.05である。また，相似の性質よ
り，AC : 0.05 = m : nなので，AC = 0.05m

n
と

なる。ゆえに，Aの y座標は，ma+0.05m
n
で

ある。同様に，Eの y座標は，ma− 0.05m
n
で

ある。このとき，xmはBD上の点の y座標に
一致し，anはAE上の点の y座標に一致する
ので，|bn| ≤ ADとなる。よって，

|bn| ≤ ma + 0.05
m

n
− (ma − 0.05)

= 0.05(1 +
m

n
).

この場合，nを大きくしたとき，bnの値が 0
に近づくとは限らないが，とりうる値の範囲
が狭くなっていくことがわかる。
　
　このように誤差と個数の関係を比例のグラ
フで表すことで，測定する個数が増えれば誤
差が小さくなることを説明できる。中学生の
学習内容に不等式の詳しい取り扱いは含まれ
ていないが，上で述べたような考えは重要で
あり，中学生でも理解可能であると判断した。

3．授業展開について
　前節で示した問題をそのまま中学生に示す
のは困難だと考え，用語，問題提示の仕方な
どを以下のように工夫した。

3.1　用語
　中学校 1年生では，測定の仕方を次のよう
に指導している ([3])。まず，測定器具での最
小の目盛よりも 1桁小さい値を目測で読む。
そして，その桁を四捨五入して得られる値を，
測定値とする。例えば，最小の目盛が 0.1cm
のものさしを使った場合は，0.01cmの位を目
測で読み，その値を四捨五入して 0.1cmの位
までの数を使って 5.4cmのように表す。そし
て，測定に関する語句は次のように定義され
ている ([3])。
「測定値のように，真の値に近い値を近似値

といいます。」
「近似値と真の値との差を誤差といいます。」

(誤差) = (近似値) − (真の値)
　本論文で紹介する授業では，これらの用語
を次のように扱う。
1⃝「近似値」という用語を使わない。「近い」
という表現の扱いが難しいことと，測定値と
近似値という似たような 2つの用語を導入す
ることで生じる混乱を避けることが，その理
由である。
2⃝「測定値」を電子ばかりで測った値とした。
測定の仕方から始まる展開も考えたが，授業
時間の都合で，このように定義する。
3⃝誤差を，

(誤差) = (真の値) − (測定値) (2)

とする。これは，教科書で示されている定義
とは異なるが，3.3節で示すように，(誤差) =
(測定値) − (真の値)とすると，考察において
不等式の性質を多用することになる。また，
数値解析的に見れば，重要なのは誤差の絶対
値を表す絶対誤差である。以上の理由から誤
差の定義を (2)とすることにした。

3.2　測定結果
　ビー玉 n個の重さの実際の測定値からビー
玉 100個の重さを計算で求めた結果を示す。
(実験結果 I）
ビー玉 100個の重さの測定値　 253.0g…(A)

ビー玉の
個数

測定値
(g)

100 個の重
さ (g)…(B)

(A)−(B)

1 2.5 250 3
10 25.5 255 2
20 50.8 254 1
30 76.2 254 1
40 101.5 253.75 0.75
50 126.9 253.8 0.8
60 152.3 253.833… 0.833…
70 177.4 253.4285 0.4285
80 202.7 253.375 0.375
90 228 253.33… 0.33…

表 1
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（表 1）から分かるように，測定するビー
玉の個数を大きくするほど，(A)−(B)の絶対
値が小さくなり，ビー玉 100個の重さをより
正確に求めることができる。この理由を考え
ることが，前節で示した問題 IIである。
　ここで，この問題 IIを中学生が解決するに
は，2つの困難な点がある。1つ目は，ビー
玉 n個の測定には，「製品誤差」が含まれてい
るため，生徒達の中で「測定誤差」だけに着
目しにくいと考えられることである。2つ目
は，問題 IIの解答で示したように計算が複雑
だということである。
　そこで授業では，ビー玉 1個の重さの真の
値を決め，製品誤差を排除して作成した次の
表を用いることにした。
　まず，ビー玉 1 個の重さの真の値を
2.529122gとすると，ビー玉 100個の重さの
真の値は252.9122gである。従って，表1と同
じようにして，次の表 2を得ることができる。

ビー玉の
個数

測定値
(g)

100 個の重
さ (g)…(B)

(真)−(B)

1 2.5 250 2.9122
10 25.3 253 -0.0878
20 50.6 253 -0.0878
30 75.9 253 -0.0878
40 101.2 253 -0.0878
50 126.5 253 -0.0878
60 151.7 252.833… 0.078867

…
70 177.0 252.8571… 0.055057

…
80 202.3 252.8750 0.037200
90 227.6 252.888… 0.023311

…
表 2

　この表に対する考察が前節で示した問題 I
に相当する。次節で，この問題を中学校で学
習する内容を使って解く。

3.3　中学校の学習内容にもとづく解法
（解答）ビー玉1個の重さの測定値から求めた
ビー玉100個の重さの誤差の範囲を考える。測

定値が 2.5 (g)より，ビー玉 1個の真の値 a(g)
の範囲は，

2.45 ≤ a < 2.55 (3)

である。従って，ビー玉 100個の重さの真の
値を b(g)とすると，(3)の各辺をそれぞれ 100
倍することにより，

245 ≤ b < 255. (4)

　従って，ビー玉 1個の重さの測定値から求
めたビー玉 100個の重さは 250(g)なので，こ
の値の誤差を eとすると，(4)の各辺から 250
(g)をひいて，

－ 5 ≤ e < 5. (5)

次に，ビー玉 50個の重さの測定値から求
めたビー玉 100個の重さの誤差の範囲を求め
る。表2から，ビー玉50個の重さの測定値は，
126.5(g)なので，ビー玉 50個の重さの真の範
囲は，126.45 ≤ 50a < 126.55 である。従っ
て，126.45

50
≤ a < 126.55

50
より

126.45

50
× 100 ≤ 100a <

126.55

50
× 100 (6)

である。よって，このときの (6)の各辺から，
253.0(g)をひいて，誤差を f とすると，

126.45

50
× 100 −

126.5

50
× 100 ≤ 100a − 253.0

<
126.55

50
× 100 −

126.5

50
× 100，

(126.45 − 1263.50)
100

50
≤ f < (126.55 − 1263.50)

100

50
，(7) 　

ゆえに −0.1 ≤ f < 0.1である。
ここで，ビー玉が何個であっても，(7)の

(126.45−1263.5)と (126.55−1263.5)の部分の
値はつねに，−0.05と 0.05であることに気付
ければ，ビー玉の個数が n個のとき，

−0.05 × 100

n
≤ (誤差) < 0.05 × 100

n
(8)

という関係を導けるものと考えた。
　上で示した解法における不等式の扱いにつ
いて述べる。(4)と (6)において，不等式の両
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辺に正の数をかけても不等号の向きが変わら
ないこと，(5)と (7)において，不等式の両辺
から同じ数をひいても不等号の向きが変わら
ないという不等式の性質を用いている。現在
の中学生は，不等式の性質を学習していない
ので，厳密に言えばこれらを用いることはで
きない。そこで，次のように考えれば，これ
らの式変形を理解できると考えた。(4)につい
て，すべてのビー玉の重さの真の値が最も小
さい 2.45gだとすると，ビー玉 100個の重さ
の真の値で最も小さいのは，2.45×100 = 245g
であろう。よって，245 ≤ b が成り立つ。同
じように考えれば， b < 255と (5)，(6)，(7)
も納得できるものと考えた。従って，不等式
の変形については，生徒に根拠を明らかにす
るよう指示せず，生徒から質問された場合に
限り，上のような説明をすることにした。
　次に，誤差の定義について述べる。仮に，(誤
差)=(測定値)−(真の値)と定義すると，ビー玉
1個のとき，2.45 ≤ a < 2.55，より

−2.45 × 100 ≥ −100a > −2.55 × 100

と変形し，その後，各辺に 250を加え

250−2.45×100 ≥ 250−100a > 250−2.55×100

としなければならない。このように不等式の
両辺に負の数をかけることは，中学生にとっ
て理解しにくく本授業のねらいから大きくそ
れるので，誤差を (2)で定義することにした。
　また，(5)が正しいことの根拠をグラフを用
いて次のように説明できる。
＜ビー玉の 1個を測定したとき＞

グラフ 3

　グラフ 3において，1個の重さの測定値か
ら得られる x個の重さを表すグラフを y = ax

とする。また，1個の重さの真の値として考
えられるものの中で最小の値を bとする。こ
のとき，x =1のときの誤差の絶対値の範囲の
長さは，a－ bであり，x=100のときの誤差の
絶対値の範囲の長さは 100a－ 100bで 100倍
になっている。このことは，相似を使っても
説明できる。
　さらに，(8)から，ビー玉 x個のときの誤差
yの範囲は，

−0.05×
100

x
≤ y < 0.05×

100

x

−5

x
≤ y <

5

x
と表すことができる。従って，これをグラフ
4のように反比例を使って表すことができる。

グラフ 4

　以上で述べたように，この課題は，不等式，
比例などを用いて解決することができ，反比
例のグラフを使って，その結果を表現するこ
ともできる。従って，この課題は，多少複雑
であり，難しい点もあるが，中学生に是非考
えさせたい問題であると判断した。

3.4　授業のねらい
　前節までに示したことを踏まえ，本授業の
ねらいを以下の 2点とした。

(a) 真の値・測定値・誤差の用語の意味や表
し方を知り，それらを活用することがで
きる。
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(b) 誤差の範囲に関する課題を，表，式，グ
ラフを用いて解決することができる。

4．実践の概要
日程　　平成 22年 2月 25日，3月 3日，
　　　　　　　　 3月 4日
対象　　岐阜大学教育学部附属中学校
　　　　 3年 4組（40名）
単元名　「測定と誤差」
時間数　全 3時間

4.1　授業の概要
　各時間のねらいを示す。
＜第 1時＞　電子ばかりを使って重さを測定
する活動を通して，測定には誤差がともなう
ことを理解し，真の値や誤差の範囲を不等式
を用いて表すことができる。
＜第 2時＞　測定値を 100倍して得られた値
の誤差の範囲を，簡単な不等式の性質を用い
て求めることができる。
＜第 3時＞　測定値を n倍して得られる値の
誤差の範囲について，表，式，グラフを用い
て考察することができる。

4.2　活動の様子
＜第 1時＞
　まず，電子ばかりを用いて，ビー玉 10，20，
…，100個の重さを測定し，それらの値から
ビー玉 100個の重さを求め，それらを表にま
とめた。そして，これらの値が等しくない原
因が誤差であることを理解した上で，「誤差」，
「測定値」，「真の値」を定義した。次に，真の
値と誤差のそれぞれの範囲について考えた。
多くの生徒が，それらの範囲を不等式で表す
ことができた。中には，数直線を用いて表す
生徒もいた。
＜第 2時＞
　表 2を生徒に示し，この表は製品誤差がな
いものとして作った表であることを生徒に伝
えた。この場合も「測定誤差」が原因で，いろ
いろな測定値から求めたビー玉 100個の重さ
の値が違うことを確認し，第 2および第 3時

の課題を次のように設定した。「測定するビー
玉の個数を増やすと，そこから求めた 100個
の重さの誤差の範囲が狭くなる理由を説明し
よう。」そして，この課題解決のために，ま
ず，ビー玉 1個の重さからビー玉 100個の重
さの値を求めたときの，誤差の範囲について
考えることにした。この問題に対して，多く
の生徒が理由を明らかにして解決することが
できた。
＜第 3時＞
　第 2時の問題において，重さを測るビー玉
の個数を一般化した場合を考えた。生徒達は，
前時にビー玉 1個のときの誤差の範囲につい
て学習している。そこで，そのことをもとに，
ビー玉の個数が 10，20，…，90個のとき誤
差の範囲を求め，表にまとめていた。そして，
この表をもとにビー玉 x個のときの誤差の範
囲について考えていた（写真 2）。

写真 2

また，数人の生徒がビー玉の個数による誤
差の範囲の変化の様子を写真 3のようなグラ
フで表していた。
　しかし，多くの生徒は，今回の課題に対し
て，納得のいく結論を導くことができていな
かった。そこで，全体交流の場面において，教
師側から生徒の意見に補足説明をし，生徒の
理解を促した。
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写真 3

5．考察
　 5.1　アンケート結果
　アンケートの結果を報告する。アンケート
の項目が記述式のため，一部抜粋して紹介す
る。また，百分率の数値は小数第 1位を四捨
五入している。
　 1. 2つの誤差について,分かったことを書
いて下さい。
＜製品誤差＞
・製品そのものの重さの誤差
・作る過程で，小数の小さいところで誤差が
あること
・同じ製品でも重さが違うこと
＜測定誤差＞
・真の値 −測定値
・電子てんびんで四捨五入したときに生じる
誤差
・計算で求められる。
・測定するビー玉の個数を増やせば，誤差が
小さくなる。
　この項目から製品誤差と測定誤差の違いに
ついて正しく理解できた生徒は，全体の 71
％であることが分かった。また，測定誤差に
ついては，用語の意味だけでなく，性質まで
しっかりと理解しているであろう回答が得ら

れた。
　 2.測定誤差について考えるときに，関数の
どのような考え方を使いましたか。
・比例，反比例
・規則性を見つけ，xの範囲を明らかにする。
・ビー玉の個数が増えると，誤差がどうなる
かと考えた。
・表やグラフを使って考える。
　 3.授業の感想を書いて下さい。
・難しかった。
・生活に結びつきそうな単元なので，もう少
し考えたいと思った。
・誤差について，よく理解できた。
・普段の生活で何気なく分かっているつもり
のことを数学的に説明できた。
（評価問題）

100個のビー玉の測定値をできるだけ個数
の少ないビー玉を測定して，計算から求め
たい。誤差 eの範囲を−0.1 5 e < 0.1にし
たいとき，何個のビー玉を測定すればいい
でしょうか。

この問題に対する正答率は，全体の 43％とや
や低めだった。

5.2　ねらいに対する考察
　本授業におけるねらいの達成度について考
察する。
(a)真の値・測定値・誤差の用語の意味や表し
方を知り，それらを活用することができる。
　アンケート結果から，「製品誤差」や「測定
誤差」などの「誤差」の用語の意味について
は，大半の生徒が理解していることが分かっ
た。また，他の用語や表し方についても，授業
中の様子や回収した学習プリントから，おお
むね理解していると判断できる。よって，こ
のねらいについては達成できたと考える。
(b)誤差の範囲に関する課題を，表，式，グラ
フを用いて解決することができる。
　ビー玉n個の重さの測定値から，ビー玉100
個の重さの真の値と誤差のそれぞれの範囲を
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計算して求め，学習プリントに「表」をかき，
測定するビー玉の個数が増えると誤差が小さ
くなることを理解している生徒の姿が多くみ
られた。しかし，このことを一般化し，文字を
使った「式」や，分かりやすく「グラフ」に
まとめる生徒の姿はあまり見られなかった。
よって，このねらいは十分に達成できなかっ
たと考える。

6．今後の課題
　まず第一に，本教材の見直しである。アン
ケートには，40％の生徒が「難しかった」や
「よく分らなかった」等の意見を書いていた。
この原因として，次の 2つを考えている。1つ
目は，初めて学習する内容に対し，覚える用
語が多く，また，複数の文字を使うため，生徒
が処理しきれないことである。2つ目は，中学
校では学習していない，不等式の性質を用い
ることは，生徒にとって予想以上に困難だっ

たことである。今後，この 2点を見直してい
きたい。
　第二の課題は，新たな教材の開発である。
今回のように，日常生活など身近な事象を題
材とした教材は，生徒の興味・関心を高める
と考える。そのため，今後も，身近な事象か
ら数学へ繋げていけるような教材を開発でき
るよう研究を進めていきたい。
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