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１．はじめに 

本稿では，未解決問題の教育的価値や位置づけ

を示し，具体的に図形と代数に関する未解決問題

に関する探究教材を提供する． 

(1) 研究の背景と目的 

SSH 事業で探究活動が実践されたり，教科とし

て探究活動を行う理数科が新設されたりしている．

日常の数学学習においても，探究が行われること

が期待される．花木（2020）は SSH校の発表要旨

を分析し，未解決問題に興味をもつ生徒が見られ

ることを指摘した．花木・吉井（2021）では，高校

生が理解できる未解決問題を数多く取り上げ，HP

での公開を提案している． 

本研究では，未解決問題の中には，中学校や高等

学校の数学を生かし，探究可能なものがあること

を明らかにする．なお，本稿における「探究」とは，

生徒が定理を創造するような活動を想定している． 

(2) 探究テーマとしての未解決問題 

SSH 指定校等での実践を見てもわかるように，

探究課題の設定には大きな困難性がある．例えば，

課題設定を指導する際の不安として「文献などを

調べて探究活動が終わりになってしまうのではな

いか」「専門的な知識が必要なのではないか」「生徒

が興味を持つ課題を見つけられないのではないか」

という声が存在する（cf. 京都市立堀川高等学校，

2011）．これらは，以下の 3点に集約できる． 

① 非自明性：答えが直ちにわからない． 

② 解決可能性：期間内に一定の解決ができる． 

③ 有価値性：社会的・学術的価値を有している．

（学習者が価値を感じる） 

つまり，この 3 つの性質を満たすような課題の

設定が求められており，これが容易ではないとい

うことである．特に，数学的な内容の場合，興味・

関心に基づいて課題を設定した結果，解決可能性

が損なわれてしまうということが珍しくない．し

かし，解決可能性ばかりを気にすると，非自明性や

有価値性を損なった課題になってしまうこともあ

る．本研究では，このような困難性を解消するもの

として，未解決問題という探究テーマを提案する． 

未解決問題そのものは解決されていないため，

その解決を目指して課題設定をすれば，非自明性

が生じる．故に，上掲の性質①が満たされることは

明らかである．性質②の解決可能性を有する課題

が設定できるか否かは問題となる．専門家でも解

決できていない問題の解決を目指すわけであるか

ら，当然そのまま考えることは困難である．そこで，

本研究では未解決問題の仮定を限定したりするこ

とを考える．これにより解決可能性を有する課題

を生み出すことも可能となる．このように部分解

を得ることは，数学の研究で頻繁に用いられる．肯

定的な解を見いだすことで予想の信憑性を増した

り，反例の候補を絞ったりすることできる．最後に，

性質③の有価値性については，未解決問題の解決

が学術的な価値を有していることから満たされて

いる．学習者は未解決問題にふれることで，学校数

学が学問としての数学の礎であることを実感でき

る．また，前述のように未解決問題に興味を持つ高

校生がいることもわかっている．以上より，未解決

問題を探究テーマに据えることは，前掲の 3 つの

性質を満たすような課題の設定に繋がると言える． 

２．未解決問題に関する図形教材 

前提知識は，数学Ⅰの三角比までを想定してい

る．次の未解決問題が知られている（クロフト他，



1996）．秋山（2020）では，カスプのない区分的に

C1級の曲線に関しては Stromquist が肯定的に解決

したと記されている． 

平面上に単純閉曲線 C が与えられたとす

ると，C 上には，正方形をなす 4 点を取

ることができる． 

 

図 1 閉曲線と正方形をなす 4 点 

 

探究の方針として，このまま解くことは困難で

あるため，形を三角形や平行四辺形などに限定し

て考える．方法として，手書きもあるが，動的幾何

ソフトを用いることが考えられる． 

三角形の場合，底辺に 2 点を取ることを考え，

もう 1 点を辺 AC 上に取り，正方形を描いてみる

（図 2）．これは，辺 BC上に 1点 Rを決めれば，

他の点 P, Q, Sが決まることになる．つまり，Cか

ら Rへの距離を決めると，正方形が一つに決まる．

この見方で，正方形をいくつか書いてみると，点 P

の軌跡は，点 Cを通る直線であることに気づく． 

 

図 2 三角形上に正方形をなす 4 点を取る 

 

これを示す．点 Cを原点，CRの距離を x， 

∠ACB＝とする．各点の座標は，それぞれ 

R (x, 0)， S (x, x tan ) 

Q (x＋x tan , 0)， P (x＋x tan , x tan ) 

であるので，点 P は直線を動く．図 2 のような三

角形の場合，半直線 CPは辺 ABとの交点をもつの

で，正方形をなす 4 点を取ることができる．上記

の議論は，角 B, Cが鋭角であることを前提になっ

ている．三角形には必ず 2 つの鋭角が存在するの

で，頂点 B, Cを鋭角とでき，次を得る． 

定理 任意の三角形の辺上には正方形をなす 4 点

を取れる（頂点は辺に含まれるとする） 

次に，四角形は特殊な形から考えていく．次が簡

単に得られる．長方形では，その短辺を一辺とする

正方形をなす 4点を取ることができる． 

定理 任意の長方形の辺上には正方形をなす 4 点

を取れる 

 

図 3 長方形上に正方形をなす 4 点を取る 

 

ひし形の場合，長方形はすぐに作れるので，長方

形の特殊な場合が正方形であるという見方で正方

形をなす 4 点を探る．図 4 のように，1 点 P を決

めると，対角線と平行な線で長方形を作れる．その

点を辺上で移動させると，長方形は横長から縦長

へと連続的に変化する．したがって，その間に正方

形をなす点が存在するとわかる． 

定理 任意のひし形の辺上には正方形をなす 4 点

を取れる 

 

図 4 ひし形上にある長方形 

 

正確に位置を決定させる．0°＜＜45°とし，図

5のように 1辺が 1のひし形を置き，点 Pを辺 AD

上に取り，D から P への距離を xとする．長方形

の縦は 2xsin ，横は 2(1－x)cos である．よって，

正方形であるのは， 

2xsin ＝2(1－x)cos  ⇔ x＝
1

2(sin(＋45°))
 

であり，0＜x＜1で取れている． 

 

図 5 ひし形 
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次に平行四辺形の場合，その 2辺の長さを a, b  

(a＞b)，鋭角をとする． 

bsin ≦a－bcos のとき，図のような位置で正方

形を取れる． 

 

図 6 平行四辺形上に正方形をなす 4 点を取る 

 

次に，bsin ＞a－bcos のときを考える．平行四

辺形の点対称性を使い，正方形の対角線の交点が，

平行四辺形の対角線の交点 O と一致すると仮定し，

正方形を構成してみる．図 7のように，辺上の 1点

P を取り，O が直角である直角二等辺三角形 POQ

を取る．動的幾何ソフトで軌跡の表示機能を使っ

て，点 Pを動かすと，点 Qが辺上に来ることが確

認できる．さらに，点 Qの軌跡は Pのある辺に垂

直な方向の直線であることにも気づく． 

 

図 7 平行四辺形上にある正方形を探る 

 

実際，直角三角形 OPP'と OQQ'は合同であるの

で，Qの軌跡は直線であるといえる（図 8）．また，

O を原点とすると，Q の x座標は－
b

2
sinθ，平行四

辺形の頂点 Aの x座標は 
1

2
(bcosθ－a)である．した

がって，Q'を辺上に取れる． 

定理 任意の平行四辺形の辺上には正方形をなす

4点を取れる 

 

図 8 点 Q'の軌跡 

 

なお，この未解決問題は存在を示せばよいので，

具体的に与えられた閉曲線上にどのように 4 点を

取るかを示す必要はない． 

３．未解決問題に関する代数教材 

完全数に関する未解決問題の教材を紹介する．

前提知識は，数学 B の数列である．完全数は，ユ

ークリッド原論で定義されており，歴史がある．自

然数 nの約数の和（nも含む）を(n)と表す．(n)

＝2nを満たす数を完全数，(n)＞2nを満たす数を

過剰数，(n)＜2n を満たす数を不足数という．完

全数の例として 6と 28が挙げられる．未解決問題

は次である． 

・奇数の完全数は存在するか． 

・偶数の完全数は無限に存在するか． 

偶数の完全数に関しては，2n－1が素数の自然数

2n－1(2n－1)は完全数であることがユークリッド原

論で示されており，逆に，偶数の完全数はこの形に

限ることがオイラーによって示されている．つま

り，後者の問題は，2n－1で表される素数が無限に

存在するかという問題に還元される．ここまでを

教授して与えることを想定する．2n－1が素数の自

然数 2n－1(2n－1)は完全数であることの証明を問う

ことは考えられる． 

2n－1が素数であるための必要条件を考える． 

n＝2，3のとき，22－1＝3，23－1＝7で素数である．

n＝4のとき，24－1＝15＝3×5で合成数である． 

n＝5のとき，25－1＝31で素数である． 

n＝6のとき，26－1＝63＝7×9で合成数である． 

帰納的推論により，nが偶数のとき，因数分解が

できることが予想される．nが偶数の場合は，n＝

2mとし，22m－1＝(2m－1)(2m＋1)と因数分解できる

ことから合成数といえる． 

次に，nが 2を因数にもたない合成数の場合を考

える．n＝9の場合は，x3－1＝(x－1)(x2＋x＋1)を用

いて，29－1＝(23－1)(26＋23＋1)と因数分解できる．

一般に，n＝mlのとき， 

xml－1＝(xm－1)(xm(l－1)＋xm(l－2)＋…＋xm＋1) 

と因数分解できることから，2n－1は合成数とわか

る． 

逆「nが素数ならば 2n－1は素数である」が成り
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立たないことは，n＝11のとき 211－1＝2047＝23×

89であることから気づく．なお，2n－1で表される

素数はメルセンヌ素数と呼ばれ，現在 51個の存在

が確認されている． 

奇数の完全数が存在するかを考察する．今野・成

松（2020）では，3m×5×7 型の完全数が存在する

か考えている．
－

 (n)＝
(n)

2n
という関数を定義する．


－

(n)＝1が完全数である． 


－

(3m×5×7)の mに自然数を入れると，単調増加

することが予想でき，mと m＋1の比を取れば，単

調増加であるとわかる．また，
－

(32×5×7)＜1＜
－

(33×5×7)であることから，この型の完全数は存在

しないといえる．まとめると，次を得る． 

定理 3m×5×7の形の完全数は存在しない． 

次に，不足数や過剰数が無限に存在するかを考

える．もし不足数と過剰数が有限個ならば，完全数

が無限に存在するといえる．nが素数なら，(n)＝

n＋1 であるので，不足数である．したがって，不

足数が無限に存在することは，素数が無限に存在

することより示される．次に，偶数の不足数が無限

に存在するかという問が考えられる．n＝2mは， 

(2m)＝1＋2＋22＋…＋2m－1＋2m＝2m＋1－1 より，

不足数であることがわかる．なお，逆に，(n)＝2n

－1 である自然数は n＝2m に限るかは未解決であ

る（飯高 2016，p.83）．以上より次を得る． 

定理 偶数の不足数と奇数の不足数はそれぞれ無

限に存在する． 

最初の過剰数は 12であり，(12)＝1＋2＋3＋4＋

6＋12＝28である．12＝22×3より， 

(1＋2＋22)(1＋3)＝2×22×3＋23－4 と考えれば，

過剰数とわかる．一般に，n＝2m×3は， 

(2m×3) ＝(1＋2＋…＋2m)(1＋3) 

 ＝2n＋2m－4 

であることから，過剰数であるとわかる． 

定理 過剰数は無限に存在する． 

また，奇数の過剰数は 3m×5×7からわかる． 

したがって，不足数も過剰数も無限に存在する

ので，この筋で，完全数が無限に存在することを示

すことは不可能である． 

約数関係は，倍積完全数，友愛数，社交数などの

考察も考えられる． 

４．まとめ 

学校数学の知識でも，数学の未解決問題を探究

できることが明らかになった．このような営みに

より，数学という学問を知り，楽しむことができる．

また，その過程では「いくつかの事例で試して発見

する」といった帰納的な考えや，「証明する」とい

った演繹的な考えなど数学的な見方が養われる．

また，動的幾何ソフトや計算ソフトを用いて，推測

するような探究も考えられる． 

今後，このような未解決問題に関わる探究活動

が数学科における課題学習や，理数科の理数探究

基礎，総合的な探究の時間などで行われるように

なり，数学の躍動感が多くの人に理解されること

を期待する．今回の探究は，純粋数学におけるもの

であるが，応用数理学的なものも考えられる． 
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