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向きのついた結び目および絡み目を考えます．射影図〔diagram〕の交点のう
ちのいくつかを交差交換すると，射影図は自明な絡み目を表すことが知られてい
ます．射影図Dと絡み目 Lに対して，次を定義します．

u(D) = min{n|Dのある n個の交点を交差交換すると

自明な絡み目の射影図になる },

u(L) = min{u(D)|D は Lの射影図 }.

そして，u(D)（u(L)）を射影図D（絡み目L）の結び目解消数〔unknotting num-

ber〕と呼びます．射影図Dの交点の数を c(D)で表し，

c(L) = min{c(D)|D は Lの射影図 }

と定義します．次の命題が成り立つことが知られています．

命題 1 Dを絡み目の射影図とすると，u(D) ≤ c(D)

2
が成り立ち，D′を交点をもつ

結び目の射影図とすると，u(D′) ≤ c(D′) − 1

2
が成り立つ．また，Lを絡み目とす

ると，u(L) ≤ c(L)

2
が成り立ち，Kを非自明な結び目とすると，u(K) ≤ c(K) − 1

2
が成り立つ．

谷山氏は，[4]で，上の等号が成立する場合の射影図と結び目，絡み目の特徴づ

けを行いました．u(D′) =
c(D′) − 1

2
が成り立つための必要十分条件は，D′が図

1の射影図の一つであることを示しました．
今回，次の定理を得ました．

定理 2 (1) D = D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dµをµ成分の絡み目Lの射影図とする．u(D) =
c(D) − 1

2
が成り立つための必要十分条件は，D1, D2, . . . , Dµのうち一つが図 1の

射影図の一つで，それ以外の各成分は単純閉曲線で，各 i, jに対してDiとDjの
間の交点は，すべて正であるか，すべて負であるか，または存在しないことであ

る．ここで，交点の符号は図 2のように定義する．加えて，u(D) =
c(D) − 1

2
な

らば，u(L) = u(D)が成り立つ．

(2) Lを u(L) =
c(L) − 1

2
である絡み目とし，Dを c(D) = c(L)である Lの射

影図とすると，u(D) =
c(D) − 1

2
が成り立つ．



例としては，図 2の射影図が挙げられます．
c(D) = c(K)かつ u(D) = u(K)となる射影図Dをもたない結び目Kが存在す
ることが [3, 1]で知られていますが，次の系が成り立つことがわかりました．

系 3 Lを u(L) ≥ c(L) − 2

2
である絡み目とし，Dを c(D) = c(L)である Lの射

影図とすると，u(L) = u(D)が成り立つ．
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図 1: u(D′) =
c(D′) − 1

2
である結び目の射影図D′

図 2: u(D) =
c(D) − 1

2
である絡み目の射影図D
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