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1 はじめに
有限グラフをGとし，自然に位相空間と考えます．Gから 3次元球面への埋め
込みを，Gの空間埋め込み〔spatial embedding〕といい，その像を空間グラフ
〔spatial graph〕といいます．Gが絡み目内在〔intrinsically linked〕（IL）で
あるとは，Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非分離 2成分絡み目を含
むときをいいます．Gが結び目内在〔intrinsically knotted〕（IK）であるとは，
Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非自明な結び目を含むときをいいま
す．Gが 3成分絡み目内在〔intrinsically 3-linked〕（I3L）であるとは，Gの
任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非分離 3成分絡み目を含むときをいいま
す．どのようなグラフがこのような性質をもつのかということが，研究の主な目
的です．絡み目内在（結び目内在，3成分絡み目内在）でないグラフのマイナー
は，同様に絡み目内在（結び目内在，3成分絡み目内在）でないことがわかりま
す．ここで，G′がGのマイナー〔minor〕であるとは，Gから部分グラフをとる
操作と辺を縮約するという操作でG′が得られるときをいいます．これらの性質
をもつグラフとして，次が知られています．

定理 1 [8, 1] 6頂点完全グラフK6は絡み目内在である．ここで，完全グラフと
は，どの 2頂点も 1本の辺で結ばれているグラフである．

5頂点完全グラフは絡み目内在でないことがわかるので，6頂点完全グラフは
絡み目内在である最小の完全グラフです．

定理 2 [1] 7頂点完全グラフK7は結び目内在である．
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図 1の空間埋め込みから，6頂点完全グラフは結び目内在でないことがわかる
ので，7頂点完全グラフは結び目内在である最小の完全グラフです．

図 1: 絡み目内在と結び目内在

定理 3 [3] 10頂点完全グラフK10は 3成分絡み目内在である．

また，Flapan，NaimiとPommersheimは，9頂点完全グラフは 3成分絡み目内
在でないことを示しました．
これらの性質をもつグラフを探るのに，次のグラフの変形が知られています．
以下，グラフのサイクルとは円周に同相な部分グラフのことをいい，特に k本の
辺から成るサイクルを k-サイクルといいます．∆Y変形とは，グラフの 3-サイク
ルの辺を取り除き，新しい頂点を 1つ加えその頂点とそのサイクルの各頂点を辺
で結ぶ変形です（図 2）．この変形の逆をY∆変形といいます．次の事実が成り
立ちます．

図 2: ∆Y変形とY∆変形

命題 4 G′をGから∆Y変形で得られたグラフとすると，次が成り立つ．Gが絡
み目内在ならば，G′も絡み目内在である．Gが結び目内在ならば，G′も結び目
内在である．Gが 3成分絡み目内在ならば，G′も 3成分絡み目内在である．すな
わち，∆Y変形は，絡み目内在，結び目内在，3成分絡み目内在という性質を保
存する．

絡み目内在のグラフの特徴づけがなされています．

定理 5 [7] Gが絡み目内在であるための必要十分条件は，GがK6から∆Y変形
とY∆変形して得られるグラフをマイナーとして含むことである．
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図 3: ペテルセンファミリー

ここで，K6から∆Y変形とY∆変形して得られるグラフの集合をペテルセン
ファミリー〔Petersen family〕といいます．さらに次の系が成り立ちます．

系 6 [7] Gを絡み目内在なグラフ，G′をGから Y∆変形で得られたグラフとす
ると，G′も絡み目内在である．すなわち，Y∆変形は，絡み目内在という性質を
保存する

一方，結び目内在については，次の事実が知られています．

定理 7 [2] Y∆変形はグラフの結び目内在という性質を保存するとは限らない．

実際，FlapanとNaimiは，K7から適当な 6回の∆Y変形で得られる結び目内
在なグラフ C12から, 適当な 2回のY∆変形を 2回行なって得られるグラフ FN

が結び目内在でないことを示しました．
定理 5より絡み目内在であるK6から∆Y変形とY∆変形をして得られるグラ
フは全部で 6個です．結び目内在であるK7から∆Y変形をして得られるグラフ
について，次のことが知られています．

定理 8 [6] 13個のグラフがK7から∆Y変形して得られる．さらに，これらのグ
ラフは結び目内在に関してマイナーミニマルである．つまり，これらのグラフの
プロパーマイナーは結び目内在ではない．ここで，G′がGのプロパーマイナー
であるとは，G′はGのマイナーでGとは一致しないときをいう．

そして，今回，次の問題を考えます．

問題 1 K7から 6回の∆Y変形と 2回のY∆変形でFNを得る際のFNの一つ前
のグラフN ′

11（すなわち，K7から 6回の∆Y変形と 1回のY∆変形で得られるも
の）は，結び目内在であるか？



問題 2 K7から∆Y変形とY∆変形をして得られるグラフは，何個あるか？さら
に，これらの各グラフは結び目内在であるか？

質疑応答時に寺垣内政一先生から頂いたコメントによれば，FlapanとNaimiは
N ′

11が結び目内在でないこともわかっていたようですが，そのことは [2]では全く
触れられていません．今回，我々はより一般に問題 2に対して完全な解答を与え
ます．

2 得られた結果
得られた結果を紹介するために，新たに次を定義します．Gが結び目または完
全 3成分絡み目内在〔intrinsically knotted or completely 3-linked〕（I(K

or C3L)）であるとは，Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非自明な結
び目を含むか各 2成分部分絡み目が非分離である 3成分絡み目を含むときをいい
ます．定義から，Gが結び目内在ならばGは結び目または完全 3成分絡み目内在
であることがわかります．問題 1と 2の答えとして，次の主定理と系を得ました．

定理 9 19個のグラフがK7から∆Y変形とY∆変形で得られ，それらのグラフ
は結び目または完全 3成分絡み目内在である．さらに，これらのグラフは結び目
または完全 3成分絡み目内在に関してマイナーミニマルである．

これらのグラフの分布は図 4のようになっています．破線で囲まれた領域にあ
るグラフは，K7とK7から∆Y変形のみで得られるグラフで，結び目内在です．
FN は，FlapanとNaimiが結び目内在ではないことを示したグラフです．
N9は図 5のような空間埋め込みをもつ（左の空間埋め込みは非分離な 3成分絡
み目を含まない，右の空間埋め込みは非自明な結び目を含まない）ので，N9は
結び目内在でも完全 3成分絡み目内在でもないことがわかります．一般に，次が
成り立ちます．

系 10 N9, N10, N11, N
′
11, N12と FN の各グラフは結び目内在でも完全 3成分絡み

目内在でもない．すなわち，GをK7から∆Y変形とY∆変形して得られるが∆Y

変形のみでは得られないグラフとすると，Gは結び目内在ではない．

定理 9の前半の証明は，次が成り立つので，N9とFNが結び目または完全 3成
分絡み目内在であることを示せば十分です．

命題 11 G′をGから∆Y変形して得られるグラフとする．Gが結び目または完
全 3成分絡み目内在であるなら，G′も結び目または完全 3成分絡み目内在である．
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図 4: K7から∆Y変形とY∆変形して得られるグラフ
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図 5: N9とその空間埋め込み



N9と FN が結び目または完全 3成分絡み目内在であることを示すのに，次の
補題を使います．

補題 12 [9, 4] D4を図6のグラフとし, D4の2-サイクルei∪ejをγijで表す (i < j)．
また，D4の全ての 4-サイクルの集合を Γで表す．このとき，∑

γ∈Γ

a2(f(γ)) ≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ lk2(f(γ12 ∪ γ56))lk2(f(γ34 ∪ γ78)) = 1

である．ここで，a2は Conway多項式の 2次の係数，lk2 は 2を法とした絡み数
である．
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図 6: D4

そして，詳細は省きますが，N9と FN のマイナーである絡み目内在グラフに
着目をし，補題 12を用いて，まず非自明な結び目を探していきます．そこで，非
自明な結び目が含まれないような状況下では，必ずどの 2成分部分絡み目も非分
離であるような 3成分絡み目が見つかることを示します．これらのグラフが結び
目または完全 3成分絡み目内在に関してマイナーミニマルであることは，次の補
題を用います．

補題 13 Gを結び目または完全 3成分絡み目内在なグラフとする．G′をGから
∆Y変形で得られるグラフとする．G′が結び目または完全 3成分絡み目内在に関
してマイナーミニマルであるならば，Gも結び目または完全 3成分絡み目内在に
関してマイナーミニマルである．

この補題と図 4のH12とC13が定理 8より結び目または完全 3成分絡み目内在
に関してもマイナーミニマルであることから，N9, N10, N11, N

′
11, N12と FN も結

び目または完全 3成分絡み目内在に関してマイナーミニマルであることがわかり
ます．



3 関連する話題
結び目または完全 3成分絡み目内在と同じような定義として，次が知られてい
ます．Gが結び目または3成分絡み目内在〔intrinsically knotted or 3-linked〕
（I(K or 3L)）である [5]とは，Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非自
明な結び目を含むか非分離である 3成分絡み目を含むときをいいます．[5, 10, 11]

で，結び目または 3成分絡み目内在であるが結び目内在でも 3成分絡み目でもな
いグラフの存在が知られています．∆Y変形とY∆変形については，以下が知ら
れています．

命題 14 G′をGからして得られるグラフとする．Gが結び目または 3成分絡み
目内在であるなら，G′も結び目または 3成分絡み目内在である．

命題 15 [10] Y∆変形はグラフの結び目または 3成分絡み目内在という性質を保
存するとは限らない

そして，内在性質と∆Y変形とY∆変形について，表にまとめると，以下のよ
うになります．

内在性質 ∆Y変形 Y∆変形

絡み目 保存する 保存する [7]

結び目 保存する 保存しない [2]

3成分絡み目 保存する わかっていない
結び目または 3成分絡み目 保存する 保存しない [10]

結び目または完全 3成分絡み目 保存する わかっていない
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