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概 要

グラフGの空間埋め込みが，非自明で，Gの任意の真部分グラフH に対して射影像が
自明になる射影をもつとき，その空間埋め込みを強概自明（SAT）という．SATな空間埋
め込みをもつグラフともたないグラフが存在することが知られており，今までに SATをも
つグラフ，グラフが SATをもたないための十分条件が知られているが，あまり研究は進ん
でいない．本文では，新たに発見した SATをもつグラフおよび SATをもたないことが示
せたグラフの紹介をする．SATの応用として，IPに関する話題も紹介する．また，グラフ
が SATをもつ（もたない）という性質はマイナーに遺伝しないことも示す．

1 はじめに

1.1 定義

有限グラフをGとし，自然に位相空間と考えます．Gから 3次元空間 R3への埋め込みを，
Gの空間埋め込み（spatial embedding）といい，その像を空間グラフ（spatial graph）と
いいます．f, f ′ を Gの空間埋め込みとしたとき，f と f ′ が同値（equivalent）であるとは，
h ◦ f = f ′となる R3から R3への向きを保存する自己同相写像 hが存在するときをいいます．
f が自明（trivial）であるとは，f と同値なGからR3の部分空間R2への埋め込み f ′が存在
するときをいいます．Gが平面的（planar）であるとは，GからR2への埋め込み f が存在す
るときをいいます1．したがって，Gが平面的であるときに限り，Gは自明な空間埋め込みを
もつことになります．

GからR2への連続写像ϕがGの射影（projection）であるとは，ϕの多重点が有限個の辺
の横断的な二重点のみのときをいいます．このとき，射影の像を射影像（regular projection）
といいます．二重点を交差点（crossing）といい，さらにある 1本の辺の像の二重点を自己交差
点（self-crossing）といいます．ϕが空間埋め込み fの射影であるとは，fと同値なϕ = π ◦ f ′

となる f ′が存在するときをいいます．ここで πはR3からR2への自然な射影です．このとき，
f はϕから得られるといいます．射影ϕが自明（trivial）であるとは，ϕから得られる空間埋
め込みが自明のものだけのときをいいます．

∗r.t@fuji.waseda.jp
1ちなみに，平面的グラフの任意の平面への埋め込み f, f ′は，R3内で同値であることが知られています（[7]）．
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グラフGの空間埋め込み f が概自明（almost trivial）であるとは，Gの任意の真部分グラ
フHに対して f |Hが自明な空間グラフのときをいいます．概自明の定義の条件に「fは非自明
である」を加えたものを極小非自明（minimally knotted）といいます．図 2の f は，θ曲線
の極小非自明な空間埋め込みの例です．絡み目でいうと，Brunnianはこの性質を満たしてい
ます（図 1）．

図 1: Brunnian絡み目

グラフGの空間埋め込み f が強概自明（strongly almost trivial）であるとは，f が非自
明で，Gの任意の真部分グラフHに対して f̂ |H が自明となる f の射影 f̂ が存在するときをい
い，強概自明を省略して SATと記し，SATな空間埋め込みを SAT埋め込みと記します．その
ような射影の像を SAT射影像と記します．例えば，θ曲線は SAT埋め込みをもつことが知ら
れています（図 2）．

f f
^
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^

図 2: θ曲線の SAT埋め込み

1.2 SATと関連すること

グラフGの射影 ϕが特定可能（identifiable）であるとは，ϕから得られるどの空間埋め込
みも同値であるときをいいます．特定可能な射影を IPと記します．例えば，平面的グラフの
R2への埋め込みは IPです．また，図 3も IPです．グラフGの射影 ϕが概特定可能（almost

identifiable）であるとは，Gの任意の真部分グラフHに対して，ϕ|Hが IPであるときをいい
ます．概特定可能な射影をAIPと記します．IPならAIPですが，逆は成り立ちません．その
反例としては，図 5，6，7の空間埋め込みの図の上下を忘れて射影像と思ったものがあります．
非平面的グラフは，IPをもたないことが知られています（[2, Proposition 1.1]）．そして，平

面的グラフの IPの特徴として，次の定理が知られています．

定理 1.1 [8, Theorem 1.2] 平面的グラフの射影が IPであるための必要十分条件は，その射影
から得られるすべての空間埋め込みが自明であることである．
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図 3: 手錠グラフの IP

つまり，IPは自明な射影に限るということです．そして，SATとの関連として，次の定理
が知られています．

定理 1.2 [8, Theorem 1.4] 平面グラフGを SAT埋め込みをもたないグラフとする．Gの射影
が IPであるための必要十分条件は，それがAIPであることである．

つまり，SAT埋め込みをもたないグラフの IPの判定は，真部分グラフの IPを見ればよいと
いうことです．そして，さらにその部分グラフがSATをもたないなら，IPの判定はその真部分
グラフに帰着できます．したがって，SATをもつグラフともたないグラフが完全に分類されて
いれば，特定の（SATをもつ）部分グラフから元のグラフの IPが判定できることになります．

G = S1（結び目）の IPは，図 4のようなものに限られることが知られています（[13]）．こ
こで，正則射影像 P̂ 上の交差点 cで，P̂ − cの連結成分数が P̂ より多くなるとき，cは本質的
でない（nugatory）といいます．ですから，正確には S1の IPは，本質的でない交差点のみ
をもつものに限られるということです．G = S1 q · · · q S1（絡み目）に関しても同様のことが
いえます．

図 4: S1の IP

1.3 知られていること

問題 1.3 どのようなグラフが極小非自明な空間埋め込みをもつでしょうか？

この問題には，すべての頂点の次数が 2以上であるすべての平面的グラフは，極小非自明な
空間埋め込みをもつという結果が知られています．（[5], [17]）．
このことから，絡み目ではBrunnianがあるように，平面的グラフも同じように極小非自明

な空間埋め込みをもつことがわかります．
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問題 1.4 どのようなグラフが SAT埋め込みをもつでしょうか？

こちらは，もつものともたないものが存在することは知られていますが，あまりよくわかっ
ていません．SAT埋め込みをもつことを知られているグラフは，θ曲線と θn曲線（[11]），手
錠グラフ（[15]）くらいです．図 5，6，7が SAT埋め込みで，これらの図の上下を忘れたもの
が SAT射影像になっています．

図 5: θ曲線と SAT

図 6: θn曲線と SAT

図 7: 手錠グラフと SAT

そして，すべての平面的グラフが SAT埋め込みをもつというわけではないことが，次の定
理とその仮定を満たすグラフの存在からわかります．

定理 1.5 [4, Theorem 1.1] Gを，各頂点の次数が 3以上で，切断頂点をもたない，連結な平面
的グラフとする．Gが次の 3つの条件

(1) Gは多重辺をもたない
(2) Gの交わりのない 2辺 e1, e2に対して，それぞれ e1, e2を含むような交わりのない 2つの

サイクルが存在する
(3) Gの和集合が道と同相となるような 3辺 e1, e2, e3に対して，それらを含むサイクルが存

在する
を満たすとき，
Gは SAT埋め込みをもたない．

この定理の仮定を満たすグラフとしては，図 8のようなグラフPn（n個の頂点でサイクルを
作り，それに北極と南極の頂点を加えてそれらと各サイクルの頂点を結んだグラフ）がありま
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す，また，4頂点完全グラフK4は仮定の (2)を満たしませんが，SAT埋め込みをもたないこ
とがわかっています（[4]）．二重手錠グラフは仮定の (1)と (2)を満たしませんが，SAT埋め
込みをもたないことがわかっています（[1]）．

P5 K4

図 8: SATをもたないグラフ

問題 1.6 Gが n個の S1の分離和の場合（つまり，結び目や絡み目の場合）は，SATをもつで
しょうか？

n = 1のときと n = 2のときは，SATをもちます．n = 1のときは，どんな非自明な結び目
も SAT埋め込みです．n = 2のときは，Hopf絡み目などが SAT埋め込みです．n ≥ 3のとき
は，SATをもちません．なぜなら，n ≥ 3のとき，SATをもつとします．1組 S1が射影図上で
交わっていれば，その部分グラフをとってくると，Hopf絡み目が得られ矛盾します2し，1組
も交わっていなければ，SAT埋め込みは自明でないことから S1のひとつの射影像は自明でな
く，その部分グラフをとってくると，自明でない結び目が得られ矛盾します．このようにGが
n個の S1の分離和の場合だけを考えても，SATをもつものともたないものがあります．

2 わかったこと
グラフを位相空間として考えているので，次数 2の頂点はないものとします．ただし，ルー

プ（自分自身を結んだ辺）が 1本だけ出ている頂点は除きます．

定理 2.1 n-bouquetは，SAT埋め込みをもつ．ここで，n-bouquetとは 1個の頂点とそれを結
ぶ n本のループでできたグラフである．

これは，図 9で表した空間埋め込みが SATになっていて，それの上下を忘れたものを射影
像と思えば，それが SAT射影像になっています．
次に，グラフ F を林（forest）とします．ここで，林とは 1次元ベッチ数が 0のグラフです．

そして，F の次数 1の頂点にループをつけたグラフをGF とします（図 10）．すると，次の定
理が成り立ちます．

定理 2.2 E(F ) 6= ∅ならば，GF は SAT埋め込みをもつ．
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図 9: n-bouquetとその SAT埋め込み

F

GF

図 10: 林 F とGF

図 11: 定理 2.2の仮定を満たすグラフと SAT埋め込み
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例えば，S1の 3個以上の非分離和は SAT埋め込みをもちませんでしたが，図 11のようにF

が 1本でも辺をもつことで SAT埋め込みをもつことになります．
さて，ここで図 11は，いろいろなところにフックをつけた形になっています．これから図

の簡略化のためにフックを破線で表すことにします．図 11を図 12のように描くことにします．
破線で表すことでフックの先端がどちらについているかという曖昧さがありますが，それは同
値変形ができます．また，フックの上下の曖昧さもありますが，どちらかが上になっていて引っ
かかっているということにします．

図 12: 図 11のフック表示

一般に，構成方法は，図 13の左側のようにループのついていない頂点の周りにフックをつ
けたり，図の右側のようにフックを増やしたり，図 14のように連結成分をフックで繋いだり
します．具体的には図 15のようになります．

図 13: SATの構成方法 1

図 14: SATの構成方法 2

定理 2.3 Gは連結で手錠グラフと同相ではないとし，Gが切断辺 eを 1本もち，G − eの連
結成分をH1, H2とする．このとき，H1, H2は切断辺をもたず，サイクルをもつならば，Gは
SAT埋め込みをもたない．

この定理から，次の図 16のようなグラフは SAT埋め込みをもたないことがわかります．
2ホップ絡み目が得られるという議論は [14]に由ります．
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図 15: SAT埋め込みの具体例

図 16: SAT埋め込みをもたない，切断辺をもつグラフ

3 マイナーに関して
グラフ全体の族に，部分グラフという関係は半順序ですが，グラフの研究をするときには，

グラフ全体の族を，これから紹介するマイナーという半順序関係で考えることが有用であるこ
とが知られています．
まず，グラフを変形する操作を定義します．Gから辺 eを除去とは，Gから eのみを取り除

くことです．Gの辺 eの縮約とは，eの両端点の頂点を縮めて 1個の頂点にする変形です．こ
こで，縮約する辺はループ（自分自身を結んだ辺）ではないことにします．
そして，グラフGから辺の除去と縮約および孤立点の除去を繰り返してHが得られるとき，

HはGのマイナーであるといい，H ≺m Gと記します．

K4 eK4

e

K4 e

図 17: 辺の除去と辺の縮約

グラフの性質がマイナーに遺伝する（inherit）とは，その性質をもつグラフがあったら，そ
のグラフのマイナーも同じようにその性質をもつときをいいます．ある性質がマイナーに遺伝
するとき，その性質に対する特徴づけが次のように有限個のグラフを用いてできることが知ら

8



れています（[10]）．「グラフがある性質をもつための必要十分条件は，G1, G2, · · · , Gnをマイ
ナーに含まないこである」
例えば，グラフが平面的であるという性質は，マイナーに遺伝し，有名な Kuratowskiの定

理「グラフが平面的であるための必要十分条件は，K5またはK3,3をマイナーに含まないこと
である」3という特徴づけがなされています．

K5 K3,3

図 18: K5とK3,3

リマーク 3.1 グラフが SAT埋め込みをもつ（もたない）という性質はマイナーに遺伝しない．
（図 19）

m m

SAT SAT SAT

図 19: グラフが SAT埋め込みをもつ（もたない）ことがマイナーに遺伝しないことを示す例

4 証明方法の一部
定理 2.2で，得られる SAT埋め込みが非自明であることを示す方法について紹介します．こ

の方法は，切断頂点か切断辺をもつまたは非連結なグラフの埋め込みの非自明性を示すのに有
用です．また，ここではグラフはR3ではなく S3に埋め込まれているものとします．

S3に埋め込まれたグラフが既約（irreducible）であるとは，その空間グラフは非分離的で，
S3の中のグラフと 1点で交わる任意の 2次元球面 Sに対して，それは 2次元球面 Sで囲まれた
3次元球体のどちらか一方に含まれるときをいいます．
そこで，切断頂点か切断辺をもつまたは非連結なグラフは，自明な場合には既約ではありま

せんので，それの空間グラフが既約であれば，その空間グラフの非自明性が示せたことになり
3もともとの平面的グラフの特徴づけは，マイナーではなく，「K5またはK3,3と同相」という形でしたが，こ

のようにした定理も成り立ちます．
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ます．そして，埋め込まれたグラフに対して既約であることを保存する変形が与えられており，
それを使うことで，ある空間グラフに対しては非自明性が容易に示せます．

Gを S3に埋め込まれたグラフとし，S3に埋め込まれたディスクDがGにとって良い（good

for G）とは，∂DがGに含まれ，intD ∩Gは多くても有限個の点で，その各点の近傍は図 20

のようになっている場合をいいます．ここで，pと qは自然数です．言い換えると，intDとG

の辺が接していてはいけないということです．

p q
x

D

図 20: intD ∩ Gの各点の近傍

定理 4.1 ([16]) Gを S3に埋め込まれたグラフ，Dを S3に埋め込まれたGにとって良いディス
クとする．intD ∩Gが，空集合でないか，∂D∩cl(G− ∂D)が 1点でないとし，G′をDを 1点
に縮約してGから得られたグラフとする．このとき，G′が既約ならば，Gも既約である．

この定理を使うことによって，Borromean環は，図 21のようにディスクを縮約していくと
(c)が得られ，これは抽象的なグラフとして切断頂点をもたないことから，既約であることが
わかり，Borromean環が非自明であることが示せたことになります．

(a) (b) (c)

図 21: Borromean環の非自明性

そして，同様にして，定理 2.2，2.3に出てくる切断辺をもつグラフの非自明性を証明します．
例えば，図 11は，各ループを縮約すると，図 22のようになります．得られたグラフは切断頂
点をもたないことから，図 11の空間グラフの非自明性が示せたことになります．

図 22: 図 11の非自明性
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