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第1章 確率の基礎

「信号処理」では，信号とシステムの表現方法を学んだ．信号は，複素指数関数の和，すなわちフーリェス

ペクトルで表現でき，線形時不変システムは，インパルスを入力した際の応答，つまりインパルス応答のラ

プラス変換，あるいは z 変換として与えられる伝達関数で表現できる．しかし，これまでの議論では，信

号には雑音が含まれていないとする暗黙の仮定が含まれていた．音声のフーリェ変換を行う場合に気がつ

いたと思うが，実際に観測，計測される信号には，熱雑音，背景雑音，観測に際して含まれる観測雑音な

どが含まれている．したがって，求められた信号のフーリェスペクトル，システムのインパルス応答，伝

達関数，周波数特性には，統計的な変動が含まれおり，これをいかに抑え，本来の信号，システムの性質，

特徴を知ることができるかという問題が発生する．そのためには，信号自体を確率的な信号として扱わな

ければならない．本章ではまず確率の基礎を復習しよう．

1.1 1つの確率変数の性質

ある 1回の観測により，１つの観測値 xが得られるものとする．この観測値 xは，観測にともなう観測

雑音などの影響により観測毎に異なる値をとり得る．各回の観測で得られたそれらの値を標本 (sample)と

いう．確率的に値が変化する標本を発生させる変数，つまり確率変数X を考えれば，標本は確率変数X の

実現値とみなせる．確率的に値が変化する確率変数の性質を表現するためには，その変数がとり得る値の

確率を記述すればよい．そこで，確率変数X がX < xである確率を PX(x)と書くことにする．これは確

率分布 (probability distribution)と呼ばれている．確率分布 PX(x)が xに関し微分可能であるものとして，

pX(x) ≡ d
dxPX(x)とおく．pX(x)は，

∫ x2

x1
pX(x)dxが x1 < X < x2である確率を表すことから，X の確率

密度分布 (probability density distribution)と呼ばれている．X の実現値が正確に xに一致する確率は 0で

あり，pX(x)ではないことに注意しよう．また，確率変数X は，確率密度分布 pX(x)に従うともいわれる．

確率変数X は，その確率密度分布 pX(x)により，その性質が完全に規定される．しかし，確率密度分布

そのものを表現できない，あるいは表現する必要がない場合，確率密度分布形状やその特徴を表すいくつ

かの統計量で確率変数の性質を表現する場合がある．よく知られた統計量としては，分布の平均 µや分散

σ2 があり，それぞれ，次式で与えられる．

µ =
∫ ∞

−∞
xpX(x)dx (1.1)

σ2 =
∫ ∞

−∞
(x− µ)2pX(x) dx (1.2)

pX(x)を剛体の質量分布とみなすならば，平均 µ，分散 σ2は，それぞれ剛体の重心，重心の周りの回転モー

メントを表す．平均，分散は，このように直感的な理解が得られやすいため，確率変数，あるいはその確率

密度分布の記述に頻繁に利用される．また，分散の平方根である標準偏差 σは，その単位が xの単位に一

致するため，分散の代わりに用いられることが多い．

式 (1.1),(1.2)において，積分の内部にある x, (x− µ)2 などを xの関数と見て，一般的に g(x)と書けば，
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確率密度分布 pX(x)を特徴づける統計量を

E[g(X)] ≡
∫ ∞

−∞
g(x)pX(x)dx (1.3)

と表現することができる．これは，g(X)の期待値 (expectation, expected value)と呼ばれ，確率密度分布

pX(x)の統計量を一般的に表現したものである．この式と第 2章で学んだフーリェ変換

X(ω) =
∫ ∞

−∞
e−iωtx(t)dt

を比較してみよう．フーリェ変換は，信号 x(t)に含まれる複素指数関数 e−iωt の成分量を表すものである

から，tと x，x(t)と pX(x)，e−iωt と g(x)をそれぞれ対応させれば，g(X)の期待値は pX(x)の中に含ま

れる g(x)の成分量を表すことになる．

g(x) = xの場合，すなわちXの期待値は平均 µである．一般に，g(x) = xnの場合，つまりXnの期待値

mn ≡ E[Xn] =
∫ ∞

−∞
xnpX(x) dx, n = 1, 2, . . .

は，X の n次モーメント (nth order moment)と呼ばれる．ただし，m0 = 1,m1 = µである．

また，g(x) = (x−µ)2の場合，すなわち，(X−µ)2の期待値は，Xの分散である．一般に，g(x) = (x−µ)n

の場合，すなわち (X − µ)n の期待値

Cm ≡ E[(X − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)npX(x) dx

は，X の n次中心モーメント (nth order central moment)と呼ばれる．2次中心モーメントは，

C2 = E[X2 − 2Xµ+ µ2] = E[X2] − 2E[X ]µ+ E[X ]2 = m2 −m2
1

と書くことができる．同様に，3次中心モーメントは，

C3 = m3 − 3m2m1 + 2m3
1

と書くことができ，また，分布の非対称性を表すことから，偏り度 (skewness)と呼ばれる．さらに，4次

中心モーメントは，

C4 = m4 − 4m3m1 + 6m2m
2
1 − 3m4

1

と書くことができ，また，分布の偏平さを表すことから，偏平度 (flatness)と呼ばれる．n次モーメントや

n次中心モーメントを n次統計量という．

次に，g(x) = esxの場合，すなわち ϕ(s) ≡ E[esX ]の性質を考えよう．esxを sに関してマクローリン展

開すると，

esx = 1 + sx+
1
2!

(sx)2 +
1
3!

(sx)3 + · · ·

となるので，

ϕ(s) = E
[
1 + sX +

1
2!

(sX)2 +
1
3!

(sX)3 + · · ·
]

= 1 + sE[X ] +
1
2!
s2E[X2] +

1
3!
s3E[X3] + · · ·

=
∞∑

k=0

mk

k!
sk (1.4)
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となる．上式の両辺を sで n階微分して，s = 0とおくと

∂n

∂sn
ϕ(s)

∣∣∣∣
s=0

= mn, n = 0, 1, 2, . . .

となり，X の n次モーメントを表すことになる．こうしたことから，ϕ(s) = E[esX ]は，モーメント母関数

(moment generating function)と呼ばれている．g(x) = esx の代わりに，g(x) = eisx とおいて，すなわち

E[eisX ]としてもモーメントを算出することが可能である．E[eisX ]は特性関数 (characteristic function)と

呼ばれ，確率密度分布 pX(x)と特性関数 E[eisX ]は，互いにフーリェ変換，逆フーリェ変換の関係にある．

モーメント母関数の対数 logϕ(s)は，キュムラント母関数 (cumulant generating function)と呼ばれてい

る．キュムラント母関数 logϕ(s)を sのべきで展開し，次式で表現するものとする．

logϕ(s) =
∞∑

k=0

ck
k!
sk (1.5)

ここで，ck, k = 0, 1, 2, . . .は，k次キュムラント (cumulant)と呼ばれ，キュムラント母関数を n階微分し，

s = 0とおいたものとして与えられる．

cn ≡ ∂n

∂sn
logϕ(s)

∣∣∣∣
s=0

, n = 0, 1, 2, . . .

式 (1.5)の両辺を sで偏微分すると

1
ϕ(s)

∂

∂s
ϕ(s) =

∞∑
k=1

ck
(k − 1)!

sk−1 (1.6)

となり，また，式 (1.4)の両辺を sで偏微分すると

∂

∂s
ϕ(s) =

∞∑
k=1

mk

(k − 1)!
sk−1 (1.7)

となる．式 (1.4)と式 (1.7)を式 (1.6)に代入すると，

∞∑
k=1

mk

(k − 1)!
sk−1 =

( ∞∑
k=1

ck
(k − 1)!

sk−1

)( ∞∑
k=0

mk

k!
sk

)

となる．この式の sの各べき項の係数を両辺で比較することにより，

mn = c1mn−1 +
(
n− 1

1

)
c2mn−2 + · · · +

(
n− 1
n− 2

)
cn−1m1 + cn, n = 1, 2, . . .

なる関係が得られる．この式より，

m ≡




m1

m2

m3

m4

...



, c ≡




c1

c2

c3

c4
...



, A ≡




1 0 0 0 · · ·
m1 1 0 0 · · ·
m2 2m1 1 0 · · ·
m3 3m2 3m1 1 · · ·
...

...
...

...
. . .




とおけば，

m = Ac
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が成り立つ．したがって，キュムラントは，

c = A−1m

として求められる．また，

B ≡




1 0 0 0 · · ·
−c1 1 0 0 · · ·
−2c2 −c1 1 0 · · ·
−3c3 −3c2 −c1 1 · · ·

...
...

...
...

. . .




とおけば，

c = Bm

が成り立つ．したがって，モーメントは，

m = B−1c

として求められる．キュムラントとモーメントの関係は低次については次式となる．

c1 = m1

c2 = m2 −m2
1

c3 = m3 − 3m2m1 + 2m3
1

c4 = m4 − 4m3m1 − 3m2
2 + 12m2m

2
1 − 6m4

1

...

m1 = c1

m2 = c2 + c21

m3 = c3 + 3c1c2 + c31

m4 = c4 − 3c22 + 4c1c3 + 6c21c2 + c41
...

これらの関係式より，1次キュムラントは平均 µ，2次，3次キュムラントは，それぞれ 2次，3次中心モー

メントに一致する．

1.2 2つの確率変数の間の性質

観測される量が 2個 (x, y)存在する場合のそれらの間の関係を考えよう．それぞれの変数を確率変数X,Y

で表現し，X < xかつ Y < yである確率を PX,Y (x, y)と書くことにする．PX,Y (x, y)は，2変数の場合の

確率分布であり，結合確率分布 (joint probability distribution)と呼ばれる．PX,Y (x, y)が x, y に関して 2

階微分可能であるとすれば，pX,Y (x, y) ≡ d
dx

d
dyPX,Y (x, y)は，2変数の場合の確率密度分布を表し，結合確

率密度分布 (joint probability density distribution)と呼ばれる．X の確率密度分布 pX(x)，Y の確率密度

分布 pY (y)は，それぞれ残った変数の実現値を問わないことから，結合確率密度分布 pX,Y (x, y)より，そ

れぞれ

pX(x) =
∫ ∞

−∞
pX,Y (x, y)dy (1.8)

pY (y) =
∫ ∞

−∞
pX,Y (x, y)dx (1.9)
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として与えられる．これらは，結合確率密度分布 pX,Y (x, y)の周辺分布 (marginal distribtution)と呼ばれ

る．結合確率密度分布が，それぞれの確率変数の周辺分布の積

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y) (1.10)

で与えられるならば，確率変数X,Y は独立 (independent)であるという．また，Y の実現値が yである条

件の下でのX の確率密度分布，X の実現値が xである条件の下での Y の確率密度分布は，それぞれ

pX|Y (x|y) =
pX,Y (x, y)
pY (y)

(1.11)

pY |X(y|x) =
pX,Y (x, y)
pX(x)

(1.12)

として与えられる．pX|Y (x|y)，pY |X(y|x)は，条件付確率密度分布 (conditional probability density distri-

bution)と呼ばれ，X,Y が独立ならば，それぞれの周辺分布 pX(x), pY (y)に一致する．

複数の確率変数の確率的な性質は，結合確率密度分布 pX,Y (x, y)で表現されるが，1変数の場合と同様

に，結合確率密度分布 pX,Y (x, y)と適当な 2変数関数 g(x, y)との内積，つまり g(X,Y )の期待値

E[g(X,Y )] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)pX,Y (x, y)dxdy (1.13)

でその一部の性質を表現することが可能である．例えば，g(x, y) = x，g(x, y) = yとした場合は，それぞれ

µX ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xpX,Y (x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞
xpX(x)dx (1.14)

µY ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ypX,Y (x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞
ypY (y)dy (1.15)

となり，X,Y のそれぞれの平均を表す．また，g(x, y) = (x−µX)2，g(x, y) = (y−µY )2とした場合は，そ

れぞれ

σ2
X ≡

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x − µX)2pX,Y (x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞
(x− µX)2pX(x)dx (1.16)

σ2
Y ≡

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(y − µY )2pX,Y (x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞
(y − µY )2pY (y)dy (1.17)

となり，X,Y のそれぞれの分散を表すことになる．

平均，分散は，1つの確率変数の性質を表す統計量である．一方，複数の確率変数の間の関係，例えば，

X が大きい値を実現値にとれば，Y もまた大きい値を実現値にとりやすくなるといった性質を表現するた

めには，g(x, y) = xy，あるいは g(x, y) = (x− µX)(y − µY )が用いられる．それぞれ，

RX,Y ≡ E[XY ] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xypX,Y (x, y)dxdy (1.18)

CX,Y ≡ E[(X − µX)(Y − µY )] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x− µX)(y − µY )pX,Y (x, y)dxdy (1.19)

となり，XとY の間の相関 (correlation)，共分散 (covariance)と呼ばれる．相関RX,Y = 0の場合，X,Y は直

交 (orthogonal)しているという．また，E[XY ] = E[X ]E[Y ]となるならば，X,Y は無相関 (uncorrelated)

であるといい，共分散は，

CX,Y = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[XY ] − µY E[X ] − µXE[Y ] + µXµY = 0
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となる．X,Y が独立ならば，

RX,Y = E[XY ] =
∫ ∞

−∞
xyfX,Y (x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx ·

∫ ∞

−∞
yfY (y)dy = E[X ]E[Y ]

となるので，X,Y は無相関になる．さて，X,Y の共分散 CX,Y をそれぞれの標準偏差の積で規格化した

ρX,Y ≡ CX,Y

σXσY
(1.20)

は，[−1, 1]の値をとる相関係数 (correlation coefficient)と呼ばれる統計量になる．一般に，

E[XkY n−k], k = 0, 1, . . . , n (1.21)

E[(X − µX)k(Y − µY )n−k], k = 0, 1, . . . , n (1.22)

は，それぞれX,Y の n次結合モーメント (joint moment)，n次結合中心モーメント (joint central moment)

と呼ばれる．1次結合モーメントには，X,Y のそれぞれの平均，2次結合中心モーメントには，X,Y のそ

れぞれの分散とそれらの共分散が含まれる．また，n次結合モーメントや n次結合中心モーメントを n次

統計量という．

1変数の場合と同様に，g(x, y) = esxx+syy，すなわち，ϕ(sx, sy) ≡ E[esxX+syY ]は，2つの確率変数X,Y

に対するモーメント母関数を与える．esxx+syy をマクローリン展開すると，

esxx+syy = 1 + (sxx+ syy) +
1
2!

(sxx+ syy)2 +
1
3!

(sxx+ syy)3 + · · ·

となるので，

ϕ(sx, sy) = E
[
1 + (sxX + syY ) +

1
2!

(sxX + syY )2 +
1
3!

(sxX + syY )3 + · · ·
]

= 1 + sxE[X ] + syE[Y ]

+
1
2!

(
s2xE[X2] + s2yE[Y 2] + 2sxsyE[XY ]

)
+

1
3!

(
s3xE[X3] + 3s2xsyE[X2Y ] + 3sxs

2
yE[XY 2] + s3yE[Y 3]

)
+ · · · (1.23)

となる．式 (1.23)の両辺を sx, sy で微分して，sx = sy = 0とおくと

E[X ] =
∂

∂sx
ϕ(sx, sy)

∣∣∣∣
sx=sy=0

E[Y ] =
∂

∂sy
ϕ(sx, sy)

∣∣∣∣
sx=sy=0

E[X2] =
∂2

∂s2x
ϕ(sx, sy)

∣∣∣∣
sx=sy=0

E[XY ] =
∂2

∂sxsy
ϕ(sx, sy)

∣∣∣∣
sx=sy=0

E[Y 2] =
∂2

∂s2y
ϕ(sx, sy)

∣∣∣∣
sx=sy=0

· · ·

となり，X,Y の各次数の結合モーメントを表す．g(x, y) = esxx+syy の代わりに，g(x, y) = ei(sxx+syy) と

おいた E[ei(sxX+syY )]は，2変数の特性関数と呼ばれる．

1変数の場合と同様に，モーメント母関数 ϕ(sx, sy)の対数 logϕ(sx, sy)をベキに展開した

logϕ(sx, sy) = c+ cxsx + cysy

+
1
2
(cxxs

2
x + 2cxysxsy + cyys

2
y)

+
1
3!

(cxxxs
3
x + 3cxxys

2
xsy + 3cxyysxs

2
y + cyyys

3
y)

+ · · · (1.24)
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の係数 (cxy, cxxy など)は，キュムラントと呼ばれる．式 (1.23)より，ϕ(sx, sy)|sx=sy=0 = 1なので，その

対数は，logϕ(sx, sy)|sx=sy=0 = 0となる．したがって，式 (1.24)より，c = 0であることがわかる．

さて，X,Y が独立である場合には，

ϕ(sx, sy) =
∫ ∞

−∞
esxx+syypX,Y (x, y)dxdy

=
∫ ∞

−∞
esxxpX(x)dx

∫ ∞

−∞
esyypY (y)dy

= ϕ(sx)ϕ(sy) (1.25)

と個々の確率変数に対するモーメント母関数の積で表現される．対数をとれば，積は和で表現されるから，

X,Y が独立である場合のキュムラント母関数は，

logϕ(sx, sy) = logϕ(sx) + logϕ(sy)

とそれぞれのキュムラント母関数の和で表される．したがって，X,Y が独立である場合

logϕ(sx, sy) = cxsx + cysy

+
1
2
(cxxs

2
x + cyys

2
y)

+
1
3!

(cxxxs
3
x + cyyys

3
y)

+
1
4!

(cxxxxs
4
x + cyyyys

4
y) + · · · (1.26)

となり，複数の確率変数にまたがるキュムラントはゼロになる．複数の確率変数にまたがるキュムラントは

クロスキュムラントと呼ばれ，確率変数の間の独立性を見るために利用される．

キュムラントとモーメントの関係を導いてみよう．キュムラント母関数を sx で偏微分すれば，

∂

∂sx
logϕ(sx, sy) =

1
ϕ(sx, sy)

∂

∂sx
ϕ(sx, sy)

となるので，

ϕ(sx, sy)
∂

∂sx
logϕ(sx, sy) =

∂

∂sx
ϕ(sx, sy)

としておいて，式 (1.23)，式 (1.24)を適用し，sx, sy の各ベキの項を比較する．これを，sy での偏微分，sx

での 2階微分，sy での 2階微分，sx と sy での 2階微分などについても同様に行うことにより，

cx = E[X ], cy = E[Y ],
cxx = E[X2] − E[X ]2, cyy = E[Y 2] − E[Y ]2, cxy = E[XY ] − E[X ]E[Y ],
cxxx = E[X3] − 3E[X2]E[X ] + 2E[X ]3, cyyy = E[Y 3] − 3E[Y 2]E[Y ] + 2E[Y ]3,
cxxy = E[X2Y ] − 2E[X ]E[XY ] − E[X2]E[Y ] + 2E[X ]2E[Y ],
cxyy = E[XY 2] − 2E[XY ]E[Y ] − E[X ]E[Y 2] + 2E[X ]E[Y ]2, . . .

なる関係が得られる．上の cx, cy, cxx, cyy, cxxx, cyyy などは，1変数の場合のキュムラントとモーメントの

関係と同じものである．

1.3 複数の確率変数の間の性質

2個の確率変数の表現は，N 個の確率変数X1, . . . , XN が存在する場合に一般化できる．例えば，キュム

ラントとモーメントの関係は，次式で表現される．

cxi = E[Xi], ∀i ∈ {1, 2, . . . , N}
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cxixj = E[XiXj ] − E[Xi]E[Xj ], ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , N}
cxixjxk

= E[XiXjXk] − E[Xi]E[XjXk] − E[Xj ]E[XiXk] − E[Xk]E[XiXj ]

+2E[Xi]E[Xj]E[Xk], ∀i, j, k ∈ {1, 2, . . . , N}
... (1.27)

i, j, kのうち，2つが等しいとすれば，2変数の場合のキュムラントとモーメントの関係を導くことができ

る．同様に，3つが等しいものとすれば，1変数の場合の同様の関係が導かれる．また，2変数の場合を拡

張すれば，Xi, Xj , Xk が 2つ以上の独立なものに分離できる場合には，対応するキュムラント cxixjxk
はゼ

ロになることがわかる．

複数の確率変数を扱う場合，各確率変数の実現値を列ベクトル x ≡ (x1, . . . , xN )T，確率変数を列ベクト

ルX ≡ (X1, X2, . . . , XN )T で表現することが多い．また，平均値，2次結合中心モーメントは，ベクトル，

行列を用いて，それぞれ

µX ≡




µX1

µX2

...
µXN


 , CX =




σ2
X1

CX1,X2 · · · CX1,XN

CX1,X2 σ2
X2

· · · CX2,XN

...
...

. . .
...

CX1,XN CX2,XN · · · σ2
XN




として表現される．行列CX は，分散共分散行列 (variance covariance matrix)と呼ばれている．

1.4 正規確率変数

信号処理で用いられる最も重要な確率密度分布 pX(x)は，正規分布であり，正規分布に従う確率変数を

正規確率変数という．正規分布は，平均，分散をそれぞれ µ, σ2 とすれば，次式で与えられる．

pX(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
(1.28)

平均 µ，分散 σ2の正規分布をN(µ, σ2)と書く．正規分布N(µ, σ2)に従う確率変数X のモーメント母関数

ϕ(s)は， ∫ ∞

−∞
exp(−(ax2 + bx+ c))dx =

√
π

a
exp

(
b2

4a
− c

)

なる公式を利用すれば，

ϕ(s) = exp(µs+
σ2

2
s2) (1.29)

となり，キュムラント母関数 logϕ(s)は，その対数であるから，

logϕ(s) = µs+
σ2

2
s2 (1.30)

となる．式 (1.5)と式 (1.30)を比較することにより，正規確率変数では，3次以上のキュムラントが 0にな

ることがわかる．また，正規確率変数の中心モーメントは，µ = 0とおいた式 (1.29)を Taylor展開し，式

(1.4)と比較することにより，

Cn =

{
0, n is odd
1 · 3 · 5 · · · (n− 1)σn, n is even

(1.31)
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となることが分かる．

多次元正規分布は，次式で表現される．

pX(x) =
1√

(2π)N |CX | exp
(
−1

2
(x − µX)T C−1

X (x − µX)
)

(1.32)

N 個の確率変数X1, X2, . . . , XN が正規分布に従う場合，キュムラント母関数は，

logϕ(s1, . . . , sN ) =
N∑

j=1

µXjsj +
1
2

N∑
j=1

N∑
k=1

CXj ,Xk
sjsk

として表される．したがって，1次キュムラントは，平均に一致し (cxj = µXj )，2次キュムラントは，共分

散に一致する (cxjxk
= CXj ,Xk

)．また，平均が 0である場合，1次キュムラントが 0になるから，結合モー

メントは，

E[Xj1 · · ·Xjk
] =

∂

∂sj1

· · · ∂

∂sjk

exp
(1

2

N∑
i=1

N∑
k=1

CXi,Xk
sisk

)∣∣∣∣∣
s1=···=sN =0

=




0, k : odd number∑ ∏
(l,m)

Clm, k : even number (1.33)

となる．上式中，
∑ ∏

(l,m)

は，j1, . . . , jk を k/2個のペア (l,m)に分割したものについて積をとり，そのす

べての組み合わせについて総和をとることを意味する．例えば，4変数の場合には，

E[X1X2X3X4] = CX1,X2CX3,X4 + CX1,X3CX2,X4 + CX1,X4CX2,X3

となる．このように，正規確率変数は，3次以上のモーメントは，2次までのモーメントで表現可能であり，

2次までの統計的性質で完全に表現される．

平均 µ，分散 σ2の確率変数X は，(X − µ)/σなる変換を行うと，平均 0，分散 1の確率変数になる．平

均 0，分散 1の確率変数X を考え，その確率密度分布 pX(x)を，正規分布 N(0, 1)に対して直交性

∫ ∞

−∞
Hk(x)Hn(x)p(x)dx =

{
k! for k = n

0 for k �= n
(1.34)

を満たす直交関数系Hk(x), k = 0, 1, . . .を用いて

pX(x) =
∞∑

n=0

hnHn(x)p(x) (1.35)

と展開することを考える．ただし，p(x)は，正規分布 N(0, 1)である．Hn(x)を多項式により構成すると，

エルミート多項式 (Hermite polynomial)になる．エルミート多項式の漸化式は，

Hn+1(x) = xHn(x) − nHn−1(x)
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となり，最初の数項は
H0(x) = 1
H1(x) = x

H2(x) = x2 − 1
H3(x) = x3 − 3x
H4(x) = x4 − 6x2 + 3
H5(x) = x5 − 10x3 + 15x
H6(x) = x6 − 15x4 + 45x2 − 15

...

(1.36)

となる．

次に，展開係数 hk を求めることを考えよう．式 (1.35)の両辺にHk(x)を乗じ，xに関して [−∞,∞]の

範囲で積分すると， ∫ ∞

−∞
Hk(x)pX(x)dx =

∫ ∞

−∞

∞∑
n=0

hnHk(x)Hn(x)p(x)dx

=
∞∑

n=0

hn

∫ ∞

−∞
Hk(x)Hn(x)p(x)dx

となり，式 (1.34)の直交性から，k �= nでは，上式の右辺の積分は 0であり，k = nでは k!である．した

がって，展開係数 hk は

hk =
1
k!

∫ ∞

−∞
Hk(x)pX(x)dx

となる．上式のHk(x)に，式 (1.36)を代入することにより，モーメントを用いた表現

h0 = 1

h1 = 0

h2 = 0

h3 =
1
3!
C3

h4 =
1
4!

(C4 − 3)

h5 =
1
5!

(C5 + 10C3)

h6 =
1
6!

(C6 − 15C4 + 30)

...

が得られる．こうした確率密度関数の正規分布に対する直交展開をグラム－シャリア展開 (Gram–Charlier

expansion)という．
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第2章 推定の基礎

2.1 推定とその性質

確率的な現象は，確率変数とその (結合)確率密度分布により表現され，確率変数の適当な関数の期待値が，

確率密度分布の特定の性質を表す統計量として用いられる．統計量としては，平均，分散，(中心)モーメン

ト，キュムラントなどがしばしば用いられる．さて，期待値により与えられるこうした統計量は，確率密度

分布がわからない限り，その真の値を知ることはできない．そこで，観測により得られた確率変数の実現値，

つまり標本から，その統計量を推測することが必要になる．こうした統計量の推測を推定 (estimation)とい

う．推定された統計量を推定値 (estimated value)といい，標本の関数として推定値を定めたものを推定量

(estimator)という．ここでは，統計量を θと書くことにし，推定された統計量，つまり統計量 θの推定値を

θ̂とハットを付けて書くことにする．ただし，複数の統計量を持つ場合には，統計量は，θ ≡ (θ1, . . . , θL)T

とベクトルになる．また，推定量は，確率的に変動する標本の関数であるから，推定量そのものが確率変数

であることに注意しなければならない．

推定には，上で述べたように，θ̂を θの推定値とする場合と，あらかじめ決められた確率で θ̂l < θ < θ̂uの範

囲にあるとする場合がある．前者を点推定 (point estimation)といい，後者を区間推定 (interval estimation)

という．以降では，特に断らない限り，推定とは点推定を意味するものとする．

次に，推定量として望まれる性質を考えよう．推定量 θ̂は，真の統計量 θを良く表現していることが望

ましいのだが，この「良さ」を図る尺度として，次の一致性 (consistency)，不偏性 (unbiasness)，有効性

(efficiency)が利用される．

[一致性]　N 個の標本 x1, x2, . . . , xN から推定された推定量を θ̂(N)と書くことにする．標本数N を増やし

たとき，推定値 θ̂(N)が真値 θに近づくならば，この推定量は一致性を持つという．厳密には，任意の ε > 0

に対して，

lim
N→∞

Prob[|θ̂(N) − θ| < ε] = 1 (2.1)

となる性質である．ただし，Prob[ ]は確率を表す．一致性を持つ推定量を一致推定量といい，一致推定量

となるための十分条件は，

lim
N→∞

E[θ̂(N)] = θ, lim
N→∞

Var[θ̂(N)] = 0 (2.2)

である．ただし，Var[ ]は分散を表す．

[不偏性]　不偏性とは，推定に用いる標本の選び方によらず，推定値 θ̂の期待値が真値 θに等しい，すなわ

ち，いかに標本 x1, x2, . . . , xN を抽出しても，

E[θ̂(N)] = θ, ∀N (2.3)

となる性質である．不偏性を持つ推定量を不偏推定量という．また，

lim
N→∞

E[θ̂(N)] = θ (2.4)

となる場合には，漸近的に不偏 (asymptotical unbiasness)であるという．
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[有効性]　推定値 θ̂の分散，複数の推定値がある場合には，それらの分散共分散行列 Cov[θ̂]が 2.3で述べ

るクラメール・ラオの下界 (Cramér-Rao’s lower bound)を達成する不偏推定量を有効推定量という．

[演習 1]　平均が µ，分散が σ2であるような確率変数X の N 個の標本 x1, x2, . . . , xN が観測されたとし，

これらから，X の平均，分散を以下の (a)～(d)の推定量で推定するものとしよう．(a)は標本平均を平均の

推定量とする場合，(b)は平均 µが既知である際に，標本分散を分散の推定量とする場合，(c)は，平均 µ

が既知でなく，(b)の平均 µを標本平均として推定された平均 µ̂で置き換えた場合，(d)は，(c)で，標本

数N の代わりにN − 1で割る場合である．これらの推定量が一致性，不偏性，もしくは漸近的な不偏性を

持つかどうかを数値実験により調べてみよう．

(a) 平均の推定量 µ̂

µ̂ =
1
N

N∑
n=1

xn (2.5)

(b) 分散の推定量 σ̂2
A

σ̂2
A =

1
N

N∑
n=1

(xn − µ)2 (2.6)

(c) 分散の推定量 σ̂2
B

σ̂2
B =

1
N

N∑
n=1

(xn − µ̂)2 (2.7)

(d) 分散の推定量 σ̂2
C

σ̂2
C =

1
N − 1

N∑
n=1

(xn − µ̂)2 (2.8)

[解答]　計算機により，平均 µ = 10，分散 σ2 = 2の正規分布N(10, 2)に従う標本をN 個生成し，それら

を x1, x2, . . . , xN とする．これらから式 (2.5)により平均値を推定する．これを µ̂(N) とする．推定値の期

待値は，推定値の確率密度分布が既知でないと求められないため，十分大きな数の推定値の標本に対する

標本平均で，期待値を近似することにしよう．ここでは，1000個の µ̂(N) の標本を用意し，それらの標本

平均，標本分散を E[µ̂(N)],Var[µ̂(N)]のそれぞれの近似値とする．標本数N を 2から 1000まで変化させた

際の E[µ̂(N)]の変化を図 2.1(a)に記号○で示す．また，E[µ̂(N)]±
√

Var[µ̂(N)]を同図 (a)に記号＋で示す．

E[µ̂(N)] = µ, ∀N となっており，式 (2.5)で示した平均の推定量 µ̂は，不偏性を満たすことが分かる．また，

記号＋で示した推定値±標準偏差の幅がN → ∞に対して 0に近づいて行くことから， lim
N→∞

Var[µ̂(N)] = 0

となることが分かる．すなわち，式 (2.5)で示した平均の推定量 µ̂は，一致性を満たすことが分かる．分散

の推定量 σ̂2
A, σ̂

2
B, σ̂

2
C についても同様に調べた結果を図 2.1(b)～(d)に示す．分散の推定量 σ̂2

A, σ̂
2
C は，不偏

性，一致性を満たし，分散の推定量 σ̂2
B は，一致性と漸近的な不偏性を満たすが，不偏性を満たさないこと

が分かる．

演習 1で得られた結果を理論的に確認してみよう．まず，µ̂, σ̂2
A, σ̂

2
B, σ̂

2
C の不偏性について調べてみよう．

式 (2.5)の両辺の期待値をとれば，

E[µ̂] = E

[
1
N

N∑
n=1

xn

]
=

1
N

N∑
n=1

E[xn] =
1
N

N∑
n=1

µ = µ (2.9)

となり，平均の推定量 µ̂は，不偏性を持つことが分かる．同様に，式 (2.6)の両辺の期待値をとれば，

E[σ̂2
A] =

1
N

N∑
n=1

E[(xn − µ)2] =
1
N

N∑
n=1

σ2 = σ2 (2.10)
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図 2.1: 演習 1の解答：一致性，不偏性，漸近的な不偏性の検証

となり，分散の推定量 σ̂2
Aは不偏性を持つことが分かる．また，平均の真値 µが未知である場合には，平均

の推定値 µ̂を用いて，分散を推定しなければならない．その場合の分散の推定式 (2.7)が

σ̂2
B =

1
N

N∑
n=1

(xn − µ̂)2

=
1
N

N∑
n=1

(xn − µ)2 − (µ̂− µ)2 (2.11)

と変形できることを利用すれば，その期待値は，

E[σ̂2
B ] =

1
N

N∑
n=1

E[(xn − µ)2] − E[(µ̂− µ)2] (2.12)

となる．最後の式の第 1項は，式 (2.10)より σ2である．一方，第 2項は，

E[(µ̂− µ)2] = E

[(
1
N

N∑
n=1

xn − µ

)2]
= E

[(
1
N

N∑
n=1

(xn − µ)
)2]

= E

[
1
N2

N∑
n=1

N∑
k=1

(xn − µ)(xk − µ)
]
=

1
N2

N∑
n=1

N∑
k=1

E[(xn − µ)(xk − µ)]

=
1
N2

N∑
n=1

N∑
k=1

δn,kσ
2 =

1
N
σ2 (2.13)
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となる．したがって，

E[σ̂2
B ] = σ2 − 1

N
σ2 =

N − 1
N

σ2 (2.14)

である．したがって，式 (2.7) で与えられる分散の推定値は，不偏性を持たないことが分かる．ただし，

N → ∞では，E[σ̂2
B] → σ2 となることから，漸近的には不偏である．式 (2.7)と式 (2.8)から，

σ̂2
C =

N

N − 1
σ̂2

B

なので，両辺の期待値をとれば，

E[σ̂2
C ] =

N

N − 1
E[σ̂2

B] =
N

N − 1
N − 1
N

σ2 = σ2

となる．したがって，式 (2.8)で与えられる分散の推定値は，不偏性を持つ．式 (2.8)を用いた分散の推定

値 σ̂2
C を不偏分散と呼ぶことがある．ここで理論的に求めた E[µ̂], E[σ̂2

A], E[σ̂2
B ], E[σ̂2

C ]を図 2.1(a)～(d)に

実線で重ねて示した．

次に，µ̂, σ̂2
A, σ̂

2
B , σ̂

2
C の一致性について調べてみよう．まず，µ̂の分散 Var[µ̂]は，式 (2.13)の結果を利用

すれば，

Var[µ̂] = E[(µ̂− E[µ̂])2] = E[(µ̂− µ)2]

=
1
N2

Nσ2 =
1
N
σ2 (2.15)

となる． lim
N→∞

Var[µ̂] = lim
N→∞

1
N
σ2 = 0であるから，µ̂は，式 (2.2)の第 2式を満たし，一致推定量である

ことになる．同様に，σ̂2
A の分散 Var[σ̂2

A]は，

Var[σ̂2
A] = E[(σ̂2

A − E[σ̂2
A])2] = E[(σ̂2

A − σ2)2]

= E

[( 1
N

N∑
n=1

(xn − µ)2 − σ2
)2
]

= E

[( 1
N

N∑
n=1

(
(xn − µ)2 − σ2

))2
]

= E

[
1
N2

N∑
n=1

N∑
k=1

((xn − µ)2 − σ2)((xk − µ)2 − σ2)
]

=
1
N2

N∑
n=1

N∑
k=1

(
E[(xn − µ)2(xk − µ)2] − σ2E[(xn − µ)2] − σ2E[(xk − µ)2] + σ4

)

=
1
N2

(
NC4 + (N2 −N)σ4 −N2σ4 −N2σ4 +N2σ4

)
=

1
N

(C4 − σ4) (2.16)

となる．ただし，上式において，C4は，Xの4次中心モーメントを表す． lim
N→∞

Var[σ̂2
A] = lim

N→∞
1
N

(C4−σ4) =

0であるから，σ̂2
A は，式 (2.2)の第 2式を満たし，一致推定量であることになる．上式において，4次中心

モーメント C4 は，X が正規分布に従うならば，式 (1.31)より，C4 = 1 · 3σ4となる．したがって，

Var[σ̂2
A] =

1
N

(3σ4 − σ4) =
2σ4

N
(2.17)

となる．一方，σ̂2
B の分散は，

Var[σ̂2
B] = E[(σ̂2

B − E[σ̂2
B ])2] = E[(σ̂2

B − σ2)2] − (E[σ̂2
B ] − σ2)2 (2.18)
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と書き直せるので，まず，右辺第 1項は，

E[(σ̂2
B − σ2)2] = E[(σ̂2

B)2] − 2E[σ̂2
B]σ2 + σ4

= E[(σ̂2
B)2] − 2

N − 1
N

σ2σ2 + σ4

= E[(σ̂2
B)2] + (−1 +

2
N

)σ4 (2.19)

となり，右辺第 2項は，

(E[σ̂2
B ] − σ2)2 = (

N − 1
N

σ2 − σ2)2

=
1
N2

σ4 (2.20)

となる．ここで，

σ̂2
B =

1
N

N∑
i=1

(xi − µ̂)2

=
1
N

N∑
i=1

(xi − µ)2 − (µ̂− µ)2 (2.21)

であることを利用すれば，E[(σ̂2
B)2]は，

E[(σ̂2
B)2] =

1
N2

N∑
i=1

N∑
j=1

E[(xi − µ)2(xj − µ)2] + E[(µ̂− µ)4] − 2
N

N∑
i=1

E[(xi − µ)2(µ̂− µ)2]

=
1
N2

N∑
i=1

N∑
j=1

E[(xi − µ)2(xj − µ)2] + E[(
1
N

N∑
i=1

xi − µ)4]

− 2
N

N∑
i=1

E[(xi − µ)2(
1
N

N∑
j=1

xj − µ)2]

=
1
N2

N∑
i=1

N∑
j=1

E[(xi − µ)2(xj − µ)2]

+
1
N4

N∑
i=1

N∑
j=1

N∑
k=1

N∑
l=1

E[(xi − µ)(xj − µ)(xk − µ)(xl − µ)]

− 2
N3

N∑
i=1

N∑
j=1

N∑
k=1

E[(xi − µ)2(xj − µ)(xk − µ)]

=
1
N2

(NC4 + (N2 −N)σ4) +
1
N4

(NC4 + 3(N2 −N)σ4) − 2
N3

(NC4 + (N2 −N)σ4)

= (
1
N

− 2
N2

+
1
N3

)C4 + (1 − 3
N

+
5
N2

− 3
N3

)σ4 (2.22)

となる．Xが正規分布に従うならば，C4 = 3σ4なので，上式は，

E[(σ̂2
B)2] = (1 − 1

N2
)σ4 (2.23)

となる．結局，σ̂2
B の分散は，

Var[σ̂2
B] =

N − 1
N2

2σ4 (2.24)
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となる．σ̂2
C =

N

N − 1
σ̂2

B であることから，σ̂
2
C の分散は，X が正規分布に従うものとすれば，

Var[σ̂2
C ] =

N2

(N − 1)2
Var[σ̂2

B] =
1

N − 1
2σ4 (2.25)

となることがわかる．

σ̂2
A, σ̂

2
B, σ̂

2
Cは，いずれも，N → ∞で期待値は真値に一致し，分散は0になることから，一致推定量である．

ここで理論的に求めたVar[µ̂],Var[σ̂2
A],Var[σ̂2

B],Var[σ̂2
C ]から算出されるE[µ̂]±√Var[µ̂]，E[σ̂2

B ]±√Var[σ̂2
B ]，

E[σ̂2
B ]±√Var[σ̂2

B ]，E[σ̂2
C ]±√Var[σ̂2

C ]を図 2.1(a)～(d)に点線で重ねて示した．いずれの推定量について

も，数値実験の結果と理論値が良く一致していることがわかる．

[問 1]　 2種類のアルファベット a,bをそれぞれ確率 r, 1− rで出力する独立生起情報源を考えよう．この

情報源から，N 個の記号からなる記号列を観測し，この記号列に含まれていたアルファベット aの数がNa

であったものとしよう．このとき，この情報源のエントロピーを

Ĥ = ent(Na/N) (2.26)

として推定するものとする．ただし，ent(x)はエントロピー関数であり，

ent(x) ≡ −x log2 x− (1 − x) log2(1 − x), 0 ≤ x ≤ 1

として定義される．この情報源の真のエントロピーは，ent(r)であるが，式 (2.26)で与えられる推定量が

不偏性を持つかを調べてみよう．不偏推定量ではない場合，不偏推定量を求めてみよう．

[解答]　 Na は 2項分布 Br,N (Na) =
(

N
Na

)
rNa(1 − r)N−Na に従って観測される一つの実現値であるから，

q ≡ Na/N とおき，pQ(q) ≡ Br,N (qN), q = 0, 1/N, 2/N, . . . , 1に従う確率変数を Qで表すものとする．2

項分布の性質より，

E[Q] = r, E[(Q− E[Q])2] = E[(Q− r)2] =
r(1 − r)
N

(2.27)

である．式 (2.26)で与えられるエントロピーの推定値の期待値は，

E[Ĥ ] = E[ent(Q)] =
N∑

Na=0

ent(Na/N)pQ(Na/N) (2.28)

となる．上式を直接計算するのは大変であるから，エントロピー関数 ent(q)を q = rの周りでテイラー展

開してみよう．エントロピー関数 ent(q)の q = rの周りのテイラー展開は，

ent(q) = ent(r) + ent′(r)(q − r) +
1
2
ent′′(r)(q − r)2 +

1
3!

ent′′′(r)(q − r)3 + · · ·

となる．ただし，

ent′(r) = − log2 r + log2(1 − r), ent′′(r) =
1

log 2
−1

r(1 − r)
, . . .

である．これを式 (2.28)に代入すれば，

E[Ĥ ] = ent(r) + ent′(r)E[Q − r] +
1
2
ent′′(r)E[(Q − r)2] +

1
3!

ent′′′(r)E[(Q− r)3] + · · ·

となり，式 (2.27)を代入し，2次までのテイラー展開で打ち切るものとすれば，

E[Ĥ ] = ent(r) − 1
2N log 2
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となる．つまり，式 (2.26)で与えられるエントロピーの推定量は，漸近的な不偏性を持つが不偏推定量で

はない．不偏推定量ではないので，もちろん有効推定量でもない．そこで，新たに

Ĥ = ent(Na/N) +
1

2N log 2
(2.29)

としてエントロピーを推定すれば，不偏推定量になる．

[問 2]　M 種類のアルファベット ai, i = 1, . . . ,M をそれぞれ確率 ri, i = 1, . . . ,M で出力する独立生起情

報源を考えよう．この情報源から，N 個の記号からなる記号列を観測し，この記号列に含まれていたアル

ファベット ai, i = 1, . . . ,M の個数がNi, i = 1, . . . ,M であったものとしよう．このとき，この情報源のエ

ントロピーを

Ĥ = ent
(
N1

N
, . . . ,

NM

N

)
(2.30)

として推定するものとする．ただし，ent(x1, . . . , xM )は多変数に拡張されたエントロピー関数であり，

ent(x1, . . . , xM ) ≡ −
M∑

j=1

xj log2(xj)

として定義される．この情報源の真のエントロピーは，ent(r1, . . . , rM )であるが，式 (2.30)で与えられる

推定量が不偏性を持つかを調べてみよう．不偏推定量ではない場合，不偏推定量を求めてみよう．

[解答]　各アルファベット ai, i = 1, . . . ,M が個数Ni, i = 1, . . . ,M づつ観測される確率 p(N1, . . . , NM )は，

p(N1, . . . , NM ) = p(N1)p(N2|N1) · · · p(NM |N1, . . . , NM−1)

で与えられる．N が十分大きいものと仮定し，

p(N1, . . . , NM ) 	 p1(N1)p2(N2) · · · pM (NM )

で近似する．pi(Ni) =
(

N
Ni

)
rNi

i (1 − ri)N−Ni であるが，N が十分大きい場合には，大数の法則に従い，平

均 Nri，分散 Nri(1 − ri)の正規分布で表されるようになる．したがって，p(N1, . . . , NM )は，平均 µ =

(Nr1, . . . , NrM )，分散共分散行列 C = diag(Nr1(1 − r1), . . . , NrM (1 − rM ))を持つ多次元正規分布で表

されることになる．ここで，qi ≡ Ni/N とおけば，p(q1, . . . , qM )は，平均 µ = (r1, . . . , rM )，分散共分散

行列C = diag
(
r1(1 − r1)

N
, . . . ,

rM (1 − rM )
N

)
を持つ多次元正規分布で表される．

ent(q1, . . . , qM )の qj = rj , j = 1, . . . ,M の周りのテイラー展開は，

ent(q1, . . . , qM ) = ent(r1, . . . , rM ) +
M∑

j=1

∂ent(r1, . . . , rM )
∂rj

(qj − rj)

+
M∑

j=1

M∑
k=1

1
2
∂ent(r1, . . . , rM )

∂rj∂rk
(qj − rj)(qk − rk) + · · · (2.31)

である．ただし，
∂ent(r1, . . . , rM )

∂rj
= − log2 rj −

1
log 2

∂2ent(r1, . . . , rM )
∂rj∂rk

=


 − 1

rj log 2
, j = k

0, j �= k
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である．したがって，式 (2.30)で与えられるエントロピーの推定値の期待値は，

E[Ĥ ] = ent(r1, . . . , rM ) − M − 1
2N log 2

(2.32)

と近似できる．つまり，式 (2.30)で与えられるエントロピーの推定値は，漸近的に不偏推定量となるが，不

偏推定量ではない．不偏推定量ではないので，もちろん有効推定量でもない．そこで，新たに

Ĥ = ent
(
N1

N
, . . . ,

NM

N

)
+

M − 1
2N log 2

(2.33)

としてエントロピーを推定すれば，不偏推定量になる．

2.2 最尤推定

前節では，与えられた推定量の推定の良さを測る 3種類の尺度を紹介してきた．それでは逆に，ある統

計量を推定する場合，どのように推定すれば，すなわちどのように推定量を定めれば，最ももっともらしい

推定が可能になるのだろうか．次に，こうした問題について考えて行こう．

ある確率密度分布 p(x)が統計量 θにより完全に定められるとする．例えば，正規分布の場合，統計量 θ

は平均（平均ベクトル）と分散（分散共分散行列）から構成される．こうした確率密度分布 p(x)に従うこ

とを前提とすれば，統計量 θと標本 xを同列に扱うことが可能になる．すなわち，確率密度分布 p(x)は，

統計量が θである条件の下で，xが生起する条件付確率 p(x|θ)とみなされる．一方，xが実際に生起した

場合，統計量が θである確率は，条件付き確率 p(θ|x)とみなすことができる．

統計量 θを推定する場合，標本 xをすでに観測しているはずであるから，条件付確率 p(θ|x)を最大にす

る θが推定量として尤もらしいと考えられる．このように推定量を

θ̂ = argmax
θ

p(θ|x)

とする推定を最大事後確率推定 (Maximum a posteriori probability estimation)という．条件付き確率 p(θ|x)

は，xが生起する確率 p(x)，統計量が θである確率 p(θ)を用いて，

p(θ|x) =
p(θ)p(x|θ)

p(x)

と書ける．上式において，p(x)は θには依存しないことから無視できる．また，θに関する事前知識が存在

しない場合には p(θ)を与えることができないので，p(θ) = constant, ∀θと仮定せざるを得ない．つまり，

この場合，事後確率 p(θ|x)を最大にすることは，p(x|θ)を最大にすることに等しくなる．すなわち，θを

θ̂ = argmax
θ

p(x|θ)

として推定することになる．こうした推定を最尤推定 (Maximum likelihood estimation)，θ̂を最尤推定量

(Maximum likelihood estimator)という．p(x|θ)は，xが具体的に観測された場合，統計量 θの関数と見

ることができるので，l(θ)と記述し，尤度関数 (Likelihood function)と呼ぶ．対数は単調増加関数なので，

尤度関数の最大値を与える θは，対数をとった尤度関数を最大にする θに等しい．したがって，尤度関数

の代わりに，L(θ) ≡ log l(θ)を用いることも多い．これを対数尤度 (Log likelihood)という．

正規分布に従う互いに独立な N 個の標本 x1, x2, . . . , xN が観測されたものとし，これらの平均と分散の

最尤推定量を求めてみよう．各 xi が観測される確率は，

p(xi|θ) =
1√
2πσ

exp
(
− (xi − µ)2

2σ2

)
, i = 1, . . . , N (2.34)
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であり，各標本が独立であることから，x = {x1, . . . , xN}が観測される確率は，

p(x|θ) =
N∏

i=1

1√
2πσ

exp
(
− (xi − µ)2

2σ2

)
(2.35)

となる．ただし，θ = (µ, σ2)T である．両辺の対数をとれば，

L(θ) = log p(x|θ) = −N
2

log 2π − N

2
log σ2 − 1

2σ2

N∑
i=1

(xi − µ)2 (2.36)

であり，µ, σ2でそれぞれ偏微分して 0とおけば，


∂L(θ)
∂µ

=
1
σ2

N∑
i=1

(xi − µ) ≡ 0

∂L(θ)
∂σ2

= − N

2σ2
+

1
2σ4

N∑
i=1

(xi − µ)2 ≡ 0

(2.37)

となる．この連立方程式を満たす θ = (µ, σ2)T が最尤推定量 θ̂ = (µ̂, σ̂2)T であり，連立方程式を解けば次

式となる． 


µ̂ =
1
N

N∑
i=1

xi

σ̂2 =
1
N

N∑
i=1

(xi − µ̂)2
(2.38)

これより，式 (2.5)で示した平均の推定量 µは，最尤推定量であり，式 (2.7)で示した分散の推定量 σ2
B は，

不偏性を持たないが，最尤推定量であることがわかる．

2.3 推定量の分散の下限

最尤推定量が，尤もらしさの意味で最も適切な推定量であった．さて，ある標本数の与えられた標本に

対し，推定量の推定精度の限界，つまり，推定量の分散をどこまで下げることが可能なのだろうか．次に，

こうした疑問に答えるため，不偏推定量に限定し，推定量の分散の下限を導いてゆこう．

ある確率密度分布が統計量 θで完全に定められるとし，その統計量が具体的に θであることを知ったと

き，xが観測される確率は条件付確率 p(x|θ)で与えられる．確率密度分布の性質より，∫
p(x|θ)dx = 1 (2.39)

であるから，上式の両辺を θで偏微分することにより，∫
∂p(x|θ)
∂θ

dx = 0 (2.40)

となる．上式において，0は零ベクトルを表す．一方，対数尤度 log p(x|θ)を θで偏微分すれば，

∂ log p(x|θ)
∂θ

=
1

p(x|θ)
∂p(x|θ)
∂θ

(2.41)

となり，その期待値は，

E

[
∂ log p(x|θ)

∂θ

]
= E

[
1

p(x|θ)
∂p(x|θ)
∂θ

]
=
∫

1
p(x|θ)

∂p(x|θ)
∂θ

p(x|θ)dx =
∫
∂p(x|θ)
∂θ

dx = 0 (2.42)
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となる．上式の左から 3,5番目の式を θで偏微分すれば，∫ {( 1
p(x|θ)

∂p(x|θ)
∂θ

)(∂p(x|θ)
∂θ

)T

+ p(x|θ)
∂

∂θ

( 1
p(x|θ)

∂p(x|θ)
∂θ

)}
dx = O

となる．ただし，上式において，Oは，すべての要素が零の正方行列を表す．上式に，式 (2.41)を代入す

れば， ∫ {(∂ log p(x|θ)
∂θ

)(∂ log p(x|θ)
∂θ

)T

+
∂2 log p(x|θ)
∂θ∂θT

}
p(x|θ)dx = O

となり，期待値を用いて表現すれば，

E

[(∂ log p(x|θ)
∂θ

)(∂ log p(x|θ)
∂θ

)T
]

= −E
[
∂2 log p(x|θ)
∂θ∂θT

]
≡ J(x,θ) (2.43)

となる．ここで，行列 J(x,θ)は，フィッシャーの情報行列 (Fisher’s information matrix)と呼ばれている．

標本 xを用いて推定された θ̂が統計量 θの不偏推定量であれば，

E[θ̂] =
∫

θ̂p(x|θ)dx = θ

であることは前節で述べたとおりである．上式を θで偏微分し，式 (2.41)を利用すれば，∫
θ̂
(∂p(x|θ)

∂θ

)T

dx =
∫

θ̂
(∂ log p(x|θ)

∂θ

)T

p(x|θ)dx = I (2.44)

となる．ただし，上式において，I は，単位行列である．式 (2.42)より，

E

[
∂ log p(x|θ)

∂θ

]
=
∫
∂ log p(x|θ)

∂θ
p(x|θ)dx = 0

であり，xに依存しない θを両辺に乗じたとしても

θ

∫ (∂ log p(x|θ)
∂θ

)T

p(x|θ)dx =
∫

θ
(∂ log p(x|θ)

∂θ

)T

p(x|θ)dx = O (2.45)

となる．式 (2.44)から式 (2.45)を減じることにより，∫
(θ̂ − θ)

(∂ log p(x|θ)
∂θ

)T

p(x|θ)dx = I

が得られる．これは，期待値を用いて表現すると，

E

[
(θ̂ − θ)

(∂ log p(x|θ)
∂θ

)T
]

= I (2.46)

となる．

ところで，平均 0の確率変数ベクトル x,yに対して，√
E[xxT ]E[yyT ] ≥ E[xyT ]

が成立し，E[θ̂ − θ] = 0，E
[∂ log p(x|θ)

∂θ

]
= 0であるから，式 (2.46)から，

E[(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ]E
[(∂ log p(x|θ)

∂θ

)(∂ log p(x|θ)
∂θ

)T
]
≥ I

が導かれる．ここで，

Cov[θ̂] = E[(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ]
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とおけば，上の不等式は，

Cov[θ̂] ≥ J(x,θ)−1 (2.47)

となる．式 (2.47)中の不等号は，行列の各要素について不等号が成立することを意味するのではなく，任

意のベクトルuに対し，

uT Cov[θ̂]u ≥ uT J(x,θ)−1u

となることを意味している．uを単位ベクトルとすることにより，

Cov[θ̂]k,k ≥ J(x,θ)−1
k,k, ∀k

が導かれる．ただし，Ak,k は，行列Aの (k, k)要素を表す．つまり，式 (2.47)では，行列の対角要素，す

なわち推定量の分散については，要素ごとに不等号が成立する．

不等式 (2.47)は，クラメル・ラオの不等式 (Cramér-Rao’s inequality)と呼ばれ，不偏推定量 θ̂ の分散，

共分散の下界を与えている．等号が成り立つ場合，θ̂は有効推定量といわれる．

θ̂が最尤推定量ならば，標本数 N → ∞に対し，θ̂ − θが平均 0，J(x,θ)−1を分散共分散行列に持つ正

規分布に漸近するという重要な性質があることが証明されている．このことは，最尤推定量が漸近的に不

偏であり，なおかつ有効性を持つことを表している．

N 個の標本 x1, x2, . . . , xN が与えられ，これらの平均と分散を推定する際のクラメル・ラオの下界を求め

てみよう．各標本は，平均 µ，分散 σ2の正規分布に従い，かつ互いに独立であるものとする．式 (2.36)で

与えた対数尤度 L(θ)を µ, σ2 で 2階微分すれば，


∂2L(θ)
(∂µ)2

= −N

σ2

∂2L(θ)
(∂σ2)2

=
N

2σ4
− 1
σ6

N∑
i=1

(xi − µ)2

∂2L(θ)
∂µ∂σ2

= − 1
σ4

N∑
i=1

(xi − µ)

となる．さらにそれぞれ期待値をとり，−1を乗ずることにより，

J(x,θ) =




N

σ2
0

0
N

2σ4




となる．したがって，Cramér-Raoの下界は，その逆行列

J(x,θ)−1 =
1
N

(
σ2 0
0 2σ4

)

となる．つまり，平均 µ，分散 σ2の正規分布に従い，かつ互いに独立であるN 個の標本からは，平均と分

散をそれぞれ
σ2

N
，

2σ4

N
よりも小さい分散で，不偏性をもって推定することは不可能であることになる．

以上の結果を演習 1で得られた結果と比較してみよう．不偏推定量 µ̂は，最尤推定量でもあり，その推

定分散は
σ2

N
であった．クラメル・ラオの下界

σ2

N
を達成していることから，不偏推定量 µ̂は有効推定量で

あることになる．推定量 σ̂2
Aは，平均の真値が既知であるから除外するものとして，推定量 σ̂2

B，σ̂
2
C の推定

分散は，それぞれ，
N − 1
N

1
N

2σ4，
1

N − 1
2σ4であった．推定量 σ̂2

B の推定分散は，クラメル・ラオの下界

2σ4

N
よりも小さいが，これは，クラメル・ラオの下界は，不偏推定量に対する下界であるのに対し，推定量
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σ̂2
B が不偏性を持たないからである．こうした意味では，クラメル・ラオの下界は推定分散の下界としては

少々あまい下界である．また，不偏推定量 σ̂2
C の推定分散

1
N − 1

2σ4 は，クラメル・ラオの下界
2σ4

N
より

も大きくなっている．推定量 σ̂2
B は，最尤推定量であり，N → ∞での推定分散は，N − 1

N

1
N

2σ4 	 1
N

2σ4

となり，クラメル・ラオの下界に漸近してゆく．

2.4 EMアルゴリズム

統計量 θで規定される確率密度分布 p(x|θ)において，xが x ≡ (y, z)と表され，yのみを観測できるものと

する．本来，統計量 θはベクトル，変数x, y, zは確率変数ベクトルであっても構わないので，太字で書くべきで

あるが，混同する恐れのない限り，このように書くものとする．最尤推定量は，p(y, z|θ)の yについての周辺

分布 p(y|θ) =
∫
p(y, z|θ)dzに対する対数尤度L(y|θ) = log p(y|θ)の最大値として与えられる．L(y|θ)を不完

全データに対する対数尤度という．これに対し，結合確率 p(y, z|θ)に対する対数尤度L(y, z|θ) = log p(y, z|θ)
を完全データに対する対数尤度という．不完全データに対する対数尤度の最大化は一般に困難であるため，

こうした最大化を反復的行う手段として，EMアルゴリズム（Expectation-Maximizationアルゴリズム）

が考案された．k回めの反復において得られた θの推定値を θ̂(k) とすれば，

Ez|y;θ̂(k) [L(y, z|θ)] ≡
∫
L(y, z|θ)p(z|y; θ̂(k))dz

は，完全データに対する対数尤度 L(y, z|θ)の y, θ̂(k) が与えられた条件の下での条件付期待値を表す．この

条件付期待値は，θ, θ̂(k), y の関数であり，そのうち，θ̂(k), yは与えられている．そこでこの条件付期待値

を最大にする θを求め，それを θ̂(k+1) とする．すなわち，

θ̂(k+1) = arg max
θ
Ez|y;θ̂(k) [L(y, z|θ)]

とする．こうした条件付期待値の計算とその最大化を反復して行う手法が EMアルゴリズムである．

ところで，r(x)が xの関数を要素に持つ列ベクトル，ψ(θ)が θの関数を表すものとして，次式で表され

る確率密度分布を持つものを指数型分布族という．ただし，分布のパラメータ θは，元々のパラメータから

変換して得られるものでも構わない．

p(x|θ) = exp
(
θT r(x) − ψ(θ)

)

p(x|θ)がこうした指数型分布族に属する場合，EMアルゴリズムにより得られる θ̂(k+1) と θ̂(k) の間には，

近似

θ̂(k+1) 	 θ̂(k) + J−1(x, θ̂(k))
∂L(y|θ)
∂θ

∣∣∣∣
θ=θ̂(k)

が成立することが知られている．ただし，J(x, θ̂(k))は，Fisherの情報行列である．こうした反復において，

L(y|θ̂(k+1)) ≥ L(y|θ̂(k)), ∀k

となり，Ez|y;θ̂(k) [L(y, z|θ)]が，θと θ̂(k+1)について連続であれば，θ̂(k)は，k → ∞で，L(y|θ̂(k))の極大値

を与える点に収束することが保証されている．

EMアルゴリズムの応用例を一つ示そう．複数の情報源（確率変数）Y1, . . . , YM があり，そこから，それ

ぞれ確率 ξ1, . . . , ξM で選ばれた一つの情報源から標本 yを出力する情報源 Y を考えよう．個々の情報源 Yi
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が確率密度分布 pi(y; θi)に従うものとすると，情報源 Y の従う確率密度分布 p(y; θ)は，

p(y; θ) =
M∑
i=1

ξipi(y; θi) (2.48)

と表される．ただし，
∑M

i=1 ξi = 1である．一般に，こうした分布 p(y; θ)を（有限）混合分布という．さて，

観測された標本 y1, . . . , yN から，この分布のパラメータ θ = (θ1, . . . , θM , ξ1, . . . , ξM )を最尤推定したいので

あるが，これは一般には困難な問題である．仮に，観測された標本がそれぞれどの情報源から出力されてい

るのかが分かれば，それぞれの情報源ごとに分布のパラメータを最尤推定することが可能になる．そこで，

観測される変数 yに加え，それがどの情報源からの出力であるかという観測不可能な変数 z ∈ {1, . . . ,M}
があり，元々の変数が x = (y, z)であると考える．これにより，EMアルゴリズムを適用することが可能に

なる．

分布のパラメータが θである時，標本 yが観測され，かつそれが情報源 Yz からのものである確率は，

p(y, z; θ) = ξzpz(y; θz)

であり，完全データに対する対数尤度は，

L(y, z|θ) = log ξzpz(y; θz)

である．一方，分布のパラメータが θ̂(k)，かつ標本 yを観測した条件の下で，それが情報源 Yz からのもの

である条件付確率は，

p(z|y; θ̂(k)) =
ξzpz(y; θ̂

(k)
z )

M∑
i=1

ξipi(y; θ̂
(k)
i )

である．完全データに対する対数尤度 L(y, z|θ)の y, θ̂(k) を条件とする zに関する条件付期待値は，

E
z|y; ˆθ(k) [L(y, z|θ)] ≡

M∑
z=1

L(y, z|θ)p(z|y; θ̂(k))

となる．また，複数の標本 y1, . . . , yN が存在する場合には，対数尤度 L(yj , z|θ)の yj, θ̂
(k) を条件とする z

に関する条件付期待値の各標本についての和

Ez|y;θ̂(k) [L(y, z|θ)] ≡
N∑

j=1

M∑
z=1

L(yj , z|θ)p(z|yj; θ̂(k))

を用いる．

次に，この条件付期待値 Ez|y;θ̂(k) [L(y, z|θ)]を最大にする分布のパラメータ θ を求めよう．
∑M

i=1 ξi = 1

なる制約があるから，ラグランジェの未定乗数法を用いる必要がある．また，式の簡単化のため，

wzj ≡ p(z|yj; θ̂(k))

とおく．

J = Ez|y;θ̂(k) [L(y, z|θ)]− λ

(
M∑
i=1

ξi − 1

)

=
N∑

j=1

M∑
z=1

log(ξzpz(yj ; θz))wzj − λ

(
M∑
i=1

ξi − 1

)

=
N∑

j=1

M∑
z=1

(
wzj log ξz + wzj log pz(yj ; θz)

)
− λ

(
M∑
i=1

ξi − 1

)
(2.49)
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とおいて，この J を ξm で偏微分すると，

∂J

∂ξm
=

1
ξm

N∑
j=1

wmj − λ

となり，
∂J

∂ξm
≡ 0とおけば，

ξm =
1
λ

N∑
j=1

wmj

が得られる．また，
M∑

z=1

wzj = 1なので，
N∑

j=1

M∑
z=1

wzj = N である．これを利用すれば，λ = N であること

が分かるので，結局，条件付期待値 Ez|y;θ̂(k) [L(y, z|θ)]を最大にする ξm は，

ξm =
1
N

N∑
j=1

wmj (2.50)

となる．一方，J を θm で偏微分すると，

∂J

∂θm
=

N∑
j=1

wmj
∂Lm(yj |θm)

∂θm

となる．ただし，Lz(yj |θz) ≡ log pz(yj ; θz)は，個々の分布の対数尤度を表す．すなわち，ξ1, . . . , ξM 以外

の分布のパラメータ θ1, . . . , θM については，分布 pm(y; θm)ごとに，個々の標本に対する対数尤度を wmj

で重み付けた後，最尤推定を行えばよいことが分かる．

ところで，pi(y; θi)がいずれも正規分布である場合には，p(y; θ)は，混合正規分布 (Gaussian mixture

distribution)と呼ばれ，以下のように表される．

p(y; θ) =
M∑
i=1

ξiφ(y;µi, σ
2
i ) (2.51)

ただし，φ(y;µi, σ
2
i )は，平均 µi，分散 σ2

i の正規分布を表す．混合正規分布のパラメータは，

θ = (ξ1, . . . , ξM , µ1, . . . , µM , σ2
1 , . . . , σ

2
M )

となる．混合正規分布の場合，先ほどの個々の分布に対する最尤推定問題は，正規分布に対する最尤推定量

を求める問題であるから，非常に簡単になる．

p(yj, z; θ) = ξzφ(yj ;µz, σ
2
z)

であるから，先ほどと同様に

J =
N∑

j=1

M∑
z=1

log(ξzφ(yj ;µz, σ
2
z))wzj − λ

(
M∑
i=1

ξi − 1

)

=
N∑

j=1

M∑
z=1

(log ξz − 1
2

log 2π − 1
2

log σ2
z − 1

2σ2
z

(yj − µz)2)wzj − λ

(
M∑
i=1

ξi − 1

)
(2.52)

を µm で偏微分すれば，
∂J

∂µm
=

1
σ2

m

N∑
j=1

(yj − µm)wmj
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となり，これを 0とおき，式 (2.50)を利用すれば，

µm =
1

Nξm

N∑
j=1

yjwmj (2.53)

となる．同様に，J を σ2
m で偏微分すれば，

∂J

∂σ2
m

=
N∑

j=1

(− 1
2σ2

m

+
1

2σ4
m

(yj − µm)2)wmj

となり，これを 0とおき，式 (2.50)を利用すれば，

σ2
m =

1
Nξm

N∑
j=1

(yj − µm)2wmj =
1

Nξm

N∑
j=1

y2
jwmj − µ2

m (2.54)

となる．

式 (2.50)，式 (2.53)，式 (2.54)をまとめると，多重正規分布のパラメータを最尤推定するための，EMア

ルゴリズムの各ステップは，以下のように書くことができる．θ̂(0)を適当な値に初期化した後，各反復 k毎

に，以下の計算を行う．


w
(k)
zj = p(z|yj; θ̂(k)) =

ξ̂
(k)
z φ(yj ; µ̂

(k)
z , σ̂2

z

(k)
)

M∑
i=1

ξ̂
(k)
i φ(yj ; µ̂

(k)
i , σ̂2

i

(k)
)

,

ξ̂
(k+1)
z =

1
N

N∑
j=1

w
(k)
zj ,

µ̂
(k+1)
z =

1

Nξ̂
(k+1)
z

N∑
j=1

w
(k)
zj yj ,

σ̂2
z

(k+1)
=

1

Nξ̂
(k+1)
z

N∑
j=1

w
(k)
zj y

2
j − (µ̂(k+1)

z )2,

j = 1, . . . , N, z = 1, . . . ,M

(2.55)

[演習 2]　正規分布N(0, 0.2), N(3, 1), N(6, 0.4)にそれぞれ従う情報源（確率変数）Y1, Y2, Y3があり，そこ

から，それぞれ確率 0.5, 0.3, 0.2で選ばれた一つの情報源から標本 yi, i = 1, . . . , N が出力されるものとしよ

う．標本が N = 1000個与えられたものとして，分布のパラメータを EMアルゴリズムにより最尤推定し

てみよう．EMアルゴリズムは，対数尤度の極大値に収束することを保証しても，それが最大値である保証

はないので，パラメータの初期値を変えて何回か行い（初期値試行），最終的に不完全データに対する対数

尤度 L(y|θ̂)が最大になったものを選択せよ．

[解答] 　作成した標本 yi, i = 1, . . . , N の頻度分布を図 2.2(a)に示す．問題を易しくするため，3つの情

報源の平均値が互いに離れているように設定したので，これら 3 つの分布を視覚的にも確認できる．こ

の標本に対し，EMアルゴリズムを適用して分布のパラメータ θ = (ξ1, ξ2, µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2)を推定した．反

復 k, k = 1, . . . , 100での推定値 θ(k)，その際の不完全データに対する対数尤度 L(y|θ(k))をそれぞれ同図

(b),(d)に示す．対数尤度は EMアルゴリズムの各更新ごとに，単調に増加し，対数尤度，分布のパラメー

タ共に反復回数 30回ほどで収束することが分かる．最終的に得られたパラメータ θ̂(100) を持つ確率密度分

布 ξiφ(y; µ̂i, σ̂
2
i ), i = 1, 2, 3を同図 (c)に示す．もともとの情報源の確率密度分布をよく同定できていること

がわかる．
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図 2.2: 演習 2の解答：EMアルゴリズムによる混合正規分布のモデルパラメータの推定
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第3章 確率過程

3.1 確率過程

時刻 tを変数に持つ確率変数 x(t)を確率過程 (stochastic process)という．時刻 tが実数値をとるならば，

x(t)は連続時間確率過程 (continuous time stochastic process)，離散値をとるならば，離散時間確率過程

(discrete time stochastic process)，あるいは確率系列 (stochastic series)といわれる．一般的には，確率系

列 x(t)は，tが整数値をとるものとして定義され，この場合，確率系列 x(t)を xt と書くことがある．

確率過程 x(t)のすべての統計的性質は，時刻 t1, t2, . . .で x(t)がそれぞれ値 x1, x2, . . .をとる結合確率密

度分布で規定される．確率過程の場合，tは実数値をとるから，その統計的性質を完全に表現するためには，

本来，無限個の変数を持つ結合確率密度分布を示す必要がある．これは，現実的ではないので，以下に示す

ように，一つ，もしくは二つの時刻での統計的性質に着目することが多い．例えば，確率過程 x(t)が時刻

tで確率密度分布 p(x; t) ≡ d

dx
P (x(t) ≤ x)に従うとすれば，x(t)の平均，分散，n次モーメント，n次中心

モーメントは，それぞれ次式で定義されるように，時刻 tを変数に持つことになる．

µx(t) = E[x(t)] =
∫ ∞

−∞
xp(x; t)dx

σ2
x(t) = E[(x(t) − µ(t))2] =

∫ ∞

−∞
(x− µ(t))2p(x; t)dx

mk
x(t) = E[xk(t)] =

∫ ∞

−∞
xkp(x; t)dx

Ck
x(t) = E[(x(t) − µ(t))k] =

∫ ∞

−∞
(x− µ(t))kp(x; t)dx

また，異なる 2つの時刻 t1, t2での x(t)の統計的性質は，x(t1), x(t2)の結合確率密度分布 p(x1, x2 ; t1, t2) ≡
d2

dx1dx2
P (x(t1) ≤ x1, x(t2) ≤ x2)で表現される．x(t1), x(t2)の相関，共分散は，それぞれ

Rx(t1, t2) = E[x(t1)x(t2)] =
∫ ∞

−∞
x1x2p(x1, x2; t1, t2)dx1dx2

Cx(t1, t2) = E[(x(t1) − µ(t1))(x(t2) − µ(t2))]

=
∫ ∞

−∞
(x1 − µ(t1))(x2 − µ(t2))p(x1, x2; t1, t2)dx1dx2

となる．相関 Rx(t1, t2)，共分散 Cx(t1, t2)は，それぞれ x(t)の自己相関関数 (autocorrelation function)，

自己共分散関数 (autocovariance function)と呼ばれる．

自然界に存在する多くの確率過程の自己共分散関数 Cx(t1, t2)は，|t1 − t2| → ∞につれて減少する．そ
こで，|t1 − t2| > aであるすべての t1, t2に対し，Cx(t1, t2) = 0となるならば，a–従属 (a–subordination)

であるという．確率過程 x(t)が 0–従属の場合，すなわち ti �= tj , i �= j に対して Cx(ti, tj) = 0であるなら

ば，x(t)は白色雑音 (white noise)と呼ばれる．

2つの確率過程 x(t), y(t)がある場合，時刻 t1, t2で，x(t), y(t)がそれぞれ値 x, yをとる結合確率密度分

28



布は，px,y(x, y; t1, t2) ≡ d2

dxdy
P (x(t1) ≤ x, y(t2) ≤ y)と定義される．x(t1)と y(t2)の間の相関

Rxy(t1, t2) ≡ E[x(t1)y(t2)]

共分散

Cxy(t1, t2) ≡ E[(x(t1) − µx(t1))(y(t2) − µy(t2))]

n次結合モーメント

E[xk(t1)xn−k(t2)]

n次結合中心モーメント

E[(x(t1) − µx(t1))k(x(t2) − µy(t2))n−k]

も定義できる．相関Rxy(t1, t2)と共分散Cxy(t1, t2)は，それぞれx(t)と y(t)の相互相関関数 (crosscorrelation

function)，相互共分散関数 (crosscovariance function)と呼ばれる．また，|t1− t2| > aであるすべての t1, t2

に対し，Cxy(t1, t2) = 0ならば，相関 a–従属 (correlation a–subordination)であるという．

x(t), y(t)が任意の時刻 t1, t2に対して，

Rxy(t1, t2) = 0

ならば，直交 (orthogonal)，

Cxy(t1, t2) = 0

ならば，無相関 (uncorrelated)であるといわれる．更に，任意の n,mと t1, . . . , tn, t
′
1, . . . , t

′
m に対し

px,y(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym; t1, . . . , tn, t′1, . . . , t
′
m) = p(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn)py(y1, . . . , ym; t′1, . . . , t

′
m)

を満たすならば，2つの確率過程 x(t), y(t)は，独立 (independent)であるという．

3.2 定常過程と正規確率過程

確率過程 x(t)は，そのすべての統計的性質が時間の原点の推移により変化しない場合，すなわち，任意

の n, τ に対し

p(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) = p(x1, . . . , xn; t1 + τ, . . . , tn + τ)

を満たす場合，強定常過程 (stationary process in strict sense)，あるいは狭義定常過程という．特定の nに

対してのみ，上式がなりたつ場合は，n次定常過程 (stationary process of order n)という．強定常性は非

常に強い性質であることから，実際には n = 2の場合，つまり 2次定常である時，定常過程ということも

ある．この場合，正確には弱定常過程 (stationary process in week sense)，あるいは広義定常過程という．

定常過程ではない確率過程，つまり統計的性質が時刻 tと共に変化する信号を非定常過程 (nonstationary

process)という．非定常過程の顕著な例としては，順応，疲労等の影響を受ける生体からの信号がある．こ

うした生体信号の解析においては，一定区間では定常とみせる場合もあり，その際，区間定常 (stationary

in an interval)と呼ぶこともある．

(弱)定常過程の平均 µ(t)は，µ(t) = µ(t+ τ), ∀τ であり，tに依存せず，単に定数 µで表される．また，

自己相関関数 Rx(t1, t2)は，2次の統計的性質であるから，(弱)定常過程では時間差 τ = t2 − t1のみに依

存し，単に

Rx(τ) ≡ Rx(t1, t2) = Rx(t1, t1 + τ) = E[x(t)x(t + τ)]
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と表すことができる．(弱)定常過程の自己相関関数Rx(t1, t2)は，Rx(t1 + τ, t2 + τ), ∀τ であるから，t1と
t2の時間差のみに依存する偶関数となる．そこで，(弱)定常過程の自己相関関数を t = t1 − t2としてRx(t)

と書く．自己相関関数Rx(t)の変数 tをラグ (lag)と呼ぶ．また，Rx(0) = E[x2(t)]であることから，Rx(0)

は x(t)の分散を表す．また，

E[(x(t) ± x(t+ τ))2] = E[x2(t)] ± 2E[x(t)x(t + τ)] +E[x2(t+ τ)]

= Rx(0) ± 2Rx(τ) +Rx(0)

= 2(Rx(0) ±Rx(τ))

であり，E[(x(t) ± x(t + τ))2] ≥ 0であることから

|Rx(τ)| ≤ Rx(0)

が成り立つ．

確率過程 x(t)の任意の時刻 t1, . . . , tn での結合確率密度分布 p(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn)が n次元正規分布

である場合，確率過程 x(t)は n次正規確率過程 (Gaussian process)と言われる．任意の nに対してのみ成

り立つ場合，単に正規確率過程という．正規確率過程は，平均，分散，共分散などの 2次以下の統計量で完

全に表現できる．熱雑音などは，正規確率過程と見なされる．また，正規確率過程は，いかなる線形変換を

施しても必ず正規確率過程になるという重要な性質があるため，正規確率過程を入力とするシステムの応

答が正規性を持つことが，そのシステムが線形であることの一つの必要条件になる．

3.3 エルゴード過程

確率過程における主要な問題は，その統計量の推定である．例えば，平均 µ(t) = E[x(t)]は，確率過程

x(t)の N 個の標本過程 xn(t), n = 1, . . . , N を観測し，次式により推定することが考えられる．

µ̂(t) =
1
N

N∑
n=1

xn(t)

これは，集合平均 (ensemble average)，あるいは標本平均と呼ばれる．しかし，複数の標本過程が得られな

い場合には，1つの標本過程から平均などの統計量を推定しなければならない．明らかに確率過程 x(t)が

非定常過程ならば，いかなる統計量も推定することは不可能であるから，x(t)が定常過程であることを限

定しよう．定常過程 x(t)において，すべての統計量が任意の 1つの標本過程 x(t)から，一致性と不偏性を

持って推定できるとき，その確率過程は，エルゴード的 (ergodic)，あるいはエルゴード性 (ergodicity)を

満たすという．

1つの標本過程 x(t)から，すべての統計量が推定できるエルゴード性の条件は非常に厳しいから，ここ

では，平均 µと自己相関関数 Rx(τ)の 2つの統計量についてエルゴード性を満たすための条件を考えよう．

1つの標本過程から，平均を

µ̂ =
1
T

∫ T

0

x(t) dt (3.1)

として推定することを考える．これは，時間平均 (time average)と呼ばれている．こうして推定された時間

平均 µ̂が，不偏推定量 (E[µ̂] = µ)，かつ一致推定量（ lim
T→∞

E[µ̂] = µ, lim
T→∞

Var[µ̂] = 0が十分条件）である

ならば，確率過程 x(t)は平均エルゴード過程 (mean ergodic process)であるといわれる．まず，不偏性は，

E[µ̂] = E

[
1
T

∫ T

0

x(t) dt
]

=
1
T

∫ T

0

E[x(t)] dt =
1
T

∫ T

0

µ dt = µ
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であることから満足している．次に，一致性を示すためには，推定値 µ̂の分散 Var[µ̂] = E[(µ̂ − µ)2] が

T → ∞で，0に収束することを示せば良い．式 (3.1)から

Var[µ̂] = E
[
(µ̂− µ)2

]
= E

[(
1
T

∫ T

0

x(t) dt− µ

)2]

= E

[(
1
T

∫ T

0

(x(t) − µ) dt
)2]

=
1
T 2

∫ T

0

∫ T

0

E
[(
x(t1) − µ

)(
x(t2) − µ

)]
dt1 dt2 (3.2)

となり，上式の最後の式中E[ · ]は，定常過程の自己共分散関数Cx(t1 − t2) = Cx(t1, t2)である．したがっ

て，平均エルゴード性を満たすための十分条件は，

lim
T→∞

Var[µ̂] = lim
T→∞

1
T 2

∫ T

0

∫ T

0

Cx(t1 − t2) dt1 dt2 = 0

となることである．すなわち，確率過程の平均エルゴード性を調べるためには，確率過程 x(t)の自己共分

散関数 Cx(τ)を調べれば良いことになる．

次に，自己相関関数のエルゴード性 (autocorrelation ergodic)を考えよう．x(t)x(t + τ)の時間平均

R̂x(τ) =
1
T

∫ T

0

x(t)x(t + τ) dt (3.3)

を自己相関関数の推定値とすれば，この期待値は，

E[R̂x(τ)] =
1
T

∫ T

0

E[x(t)x(t + τ)] dt =
1
T

∫ T

0

Rx(τ) dt = Rx(τ) (3.4)

となる．したがって，式 (3.3)は，自己相関関数の不偏推定量になる．一方，推定量の分散は，

Var[R̂x(τ)] = E
[(
R̂x(τ) −Rx(τ)

)2]
(3.5)

= E
[
R̂2

x(τ) − 2R̂x(τ)Rx(τ) +R2
x(τ)

]
=

1
T 2

∫ T

0

∫ T

0

E
[
x(t1)x(t1 + τ)x(t2)x(t2 + τ)

]
dt1dt2 −R2

x(τ) (3.6)

となる．すなわち，自己相関関数のエルゴード性を満たすための十分条件は，上式が T → ∞で 0になる

ことである．このように，自己相関関数のエルゴード性を検証するためには，定常過程 x(t)の 4次までの

統計的性質を調べなければならない．こうしたことからも，すべての統計量に対するエルゴード性を検証

することは非常に困難であることがわかるであろう．仮に，x(t)が正規確率過程であるとすれば，

E[x(t1)x(t1 + τ)x(t2)x(t2 + τ)] = E[x(t1)x(t1 + τ)]E[x(t2)x(t2 + τ)]

+E[x(t1)x(t2)]E[x(t1 + τ)x(t2 + τ)]

+E[x(t1)x(t2 + τ)]]E[x(t1 + τ)x(t2)] (3.7)

なので，上式は，

Var[R̂x(τ)] =
1
T 2

∫ T

0

∫ T

0

{R2
x(t2 − t1) +Rx(t2 − t1 + τ)Rx(t2 − t1 − τ)}dt1dt2 (3.8)
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と変形でき，自己相関関数のエルゴード性は，自己相関関数自身により決まることになる．自己相関関数

Rx(τ)が τ → ∞で 0に収束すれば，自己相関関数のエルゴード性を満たすことになる．また，そのために

は，確率過程 x(t)の平均 µが 0でなければならない．こうしたことから，確率過程を扱う場合には，平均

µを 0とおくことが多く，実際の信号処理では，あらかじめ，標本過程 x(t)から，その平均 µ，つまり直

流分を除去しておくことが多い．こうした処理を DCカットと呼ぶことがある．

式 (3.8)は，t2 − t1 = uとおき， lim
τ→∞Rx(τ) = 0であることを利用すれば，T が十分大きい場合を考え

れば，

Var[R̂x(τ)] 	 1
T

∫ T/2

−T/2

{R2
x(u) +Rx(u+ τ)Rx(u− τ)}du (3.9)

と近似できる．上式の積分は，T が十分大きければ一定値になるので，自己相関関数の推定量の分散は，デー

タ長 T に反比例することになる．

32



第4章 確率過程のパワースペクトル密度の推定

4.1 自己相関関数の推定

実際に，エルゴード過程 x(t)の一つの有限長の標本 x(t), 0 ≤ t ≤ T を観測した場合の自己相関関数の推

定は，tの範囲 0 ≤ t ≤ T を考えれば，

R̂x(τ) =




1
T − τ

∫ T−τ

0

x(t)x(t + τ)dt, τ ≥ 0

1
T − |τ |

∫ T

|τ |
x(t)x(t + τ)dt, τ < 0

(4.1)

として行うことになる．あるいは，1つの式にまとめれば，

R̂x(τ) =
1

T − τ

∫ min(T,T−τ)

max(0,−τ)

x(t)x(t + τ)dt (4.2)

と書ける．この場合，推定量は不偏性を持つが，時間差 τ が T に近い場合には，積分範囲が少なくなるこ

とにより推定精度が悪化する．そこで，不偏推定量にはならないが，

R̂′
x(τ) =

1
T

∫ min(T,T−τ)

max(0,−τ)

x(t)x(t + τ)dt (4.3)

を自己相関関数の推定量として用いることも多い．これらの 2つの推定量の間には，

R̂′
x(τ) =

T − |τ |
T

R̂x(τ) (4.4)

なる関係がある．

4.2 ウィナー－ヒンチンの定理

確率過程 x(t)のパワースペクトルを考えよう．絶対可積分な信号 x(t)のパワースペクトルは，そのフー

リェ変換 X(ω)を用いて，|X(ω)|2 と定義された．しかしながら，−∞ ≤ t ≤ ∞の範囲で定義されている
確率過程 x(t)は，一般には絶対可積分ではない．そこで，まず，パワースペクトルの概念をこうした絶対

可積分ではない信号 x(t)に対して拡張しなければならない．まず，次式で示すように x(t)の有限区間のみ

を切り出した信号 xT (t)を考える．

xT (t) =

{
x(t) 0 ≤ t ≤ T

0 others
(4.5)

この有限区間信号 xT (t)のフーリェ変換は，

XT (ω) =
∫ ∞

−∞
xT (t)e−iωtdt (4.6)
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である．単に，T → ∞では，パーセバルの等式より，XT (ω) → ∞なので，−∞ ≤ t ≤ ∞の範囲で定義
されている確率過程に対しては，パワースペクトルの代わりに，単位時間あたりのパワースペクトル，す

なわち，パワースペクトル密度 (power spectral density; PSD)を考える．パワースペクトル密度 P (ω)は，

次式で定義される．

P (ω) = lim
T→∞

E

[ |XT (ω)|2
T

]
(4.7)

式 (4.7)右辺の |XT (ω)|2 を具体的に求めていこう．

|XT (ω)|2 =
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
xT (t)e−iωtdt

∣∣∣∣
2

=
∫ ∞

−∞
xT (t1)e−iωt1dt1 ·

∫ ∞

−∞
xT (t2)(e−iωt2)∗ dt2

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xT (t1)x∗T (t2)e−iω(t1−t2)dt1dt2 (4.8)

と表される．ただし，·∗は， · の複素共役を表す．x(t)が実数であれば，x∗(t) = x(t)なので，x∗T (t) = xT (t)

である．上式は，変数変換 t1 − t2 = τ, t2 = tを行えば，

|XT (ω)|2 =
∫ ∞

−∞
e−iωτ

∫ ∞

−∞
xT (t)xT (t+ τ)dtdτ (4.9)

となるが，xT (t)の範囲を考えて，積分範囲を明記すれば，

|XT (ω)|2 =
∫ T

−T

e−iωτ

∫ min(T,T−τ)

max(0,−τ)

xT (t)xT (t+ τ)dtdτ (4.10)

と書ける．これを式 (4.7)に代入すれば

P (ω) = lim
T→∞

1
T

∫ T

−T

e−iωτ

∫ min(T,T−τ)

max(0,−τ)

E[xT (t)xT (t+ τ)]dtdτ (4.11)

となる．ここで，

lim
T→∞

E[xT (t)xT (t+ τ)] = E[x(t)x(t + τ)] = Rx(τ)

であることを考えれば，

P (ω) = lim
T→∞

1
T

∫ T

−T

e−iωτRx(τ)
∫ min(T,T−τ)

max(0,−τ)

dtdτ

= lim
T→∞

1
T

∫ T

−T

e−iωτRx(τ)(T − |τ |)dτ

= lim
T→∞

∫ T

−T

e−iωτRx(τ)(1 − |τ |
T

)dτ

=
∫ ∞

−∞
Rx(τ)e−iωτ dτ (4.12)

となる．最後の式は，自己相関関数 Rx(τ)のフーリェ変換であるから，結局，定常過程 x(t)の自己相関関

数Rx(τ)とパワースペクトル密度 P (ω)は，互いにフーリェ変換の関係にあることになる．この関係をウィ

ナー－ヒンチンの定理 (Wiener-Khinthine’s theorem)という．また，逆変換は，

Rx(τ) =
1
2π

∫ ∞

−∞
P (ω)eiωτdω (4.13)
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となる．自己相関関数 Rx(τ)は実偶関数となるため，パワースペクトル密度 P (ω)もまた実偶関数になる．

2つの確率過程 x(t), y(t)の相互相関関数 Rxy(τ)のフーリェ変換

Pxy(ω) =
∫ ∞

−∞
Rxy(τ)e−iωτdτ (4.14)

は，相互パワースペクトル密度 (cross-power spectral density)と呼ばれる．相互相関関数 Rxy(τ)は，一般

に偶関数にはならないので，相互パワースペクトル密度 Pxy(ω)が実関数になるとは限らない．

次に，2つの確率過程の和 z(t) = x(t) + y(t)のパワースペクトル密度を調べてみよう．z(t)の自己相関

関数 Rz(τ)は

Rz(τ) = E
[
z(t)z(t+ τ)

]
= E

[(
x(t) + y(t)

)(
x(t+ τ) + y(t+ τ)

)]
= E

[
x(t)x(t + τ) + y(t)y(t+ τ) + x(t)y(t+ τ) + y(t)x(t + τ)

]
= Rx(τ) +Ry(τ) +Rxy(τ) +Ryx(τ) (4.15)

であるから，両辺をフーリェ変換することにより，次の関係が得られる．

Pz(ω) = Px(ω) + Py(ω) + Pxy(ω) + Pyx(ω) (4.16)

仮に，2つの確率過程が直交している (Rxy(τ) = Ryx(τ) = 0)ならば，z(t)のパワースペクトル密度は，そ

れを構成する確率過程のパワースペクトル密度の和

Pz(ω) = Px(ω) + Py(ω) (4.17)

として表される．

4.3 ブラックマン・チューキー法によるパワースペクトル密度の推定と
窓関数

確率過程 x(t)の自己相関関数 Rx(τ)を推定し，そのフーリェ変換として，パワースペクトル密度を求め

るパワースペクトル密度の推定法をブラックマン・チューキー法 (Blackman-Tukey method)という．4.1で

述べたように，自己相関関数 Rx(τ)の推定では，時間差 τ が大きくなると推定精度が悪化する．したがっ

て，自己相関関数のフーリェ変換により得られたパワースペクトル密度もまた，推定精度が悪化することに

なる．そこで，自己相関関数において，推定精度の低い，すなわち時間差 τ の大きいところを切り捨てる

ことにより，パワースペクトル密度の推定精度を改善を試みることがある．例えば，時間差 |τ | > M を切

り捨てる場合には，

wR(τ) =

{
1, |τ | ≤M

0, others
(4.18)

なる関数を用いて，

R̂x(τ)wR(τ)

とすることにより，自己相関関数の推定精度の高いところのみを利用することができる．一般に，こうした

関数wR(τ)は，自己相関関数を特定の範囲の窓を通して観測することに相当することから，窓関数 (window

function)と呼ばれている．また，その窓の形は，矩形であることから，矩形窓 (Rectangle window)と呼ば

れている．この窓関数を用いて推定されたパワースペクトル密度 P̂ ′(ω)は，

P̂ ′(ω) = F [R̂x(τ)wR(τ)] (4.19)
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となる．

次に，この窓関数がパワースペクトル密度の推定にどのような影響を与えるかを考えてみよう．時間軸に

おける積は，周波数軸ではそれぞれのフーリェ変換の畳み込み積分である．矩形窓関数 wR(τ)のフーリェ

変換は，

WR(ω) = F [wR(τ)] = 2Msinc(Mω)

であり，窓関数を用いない場合のパワースペクトル密度の推定値を P̂ (ω) = F [R̂x(τ)]とすれば，窓関数を

用いた場合のパワースペクトル密度の推定値は，

P̂ ′(ω) =
1
2π
P̂ (ω) ∗WR(ω) (4.20)

となる．つまり，WR(ω)の広がりが広いほど，パワースペクトル密度の推定値は，周波数に関しなまるこ

とになる．一般に，時間軸における窓関数をラグウィンドウ (lag window)といい，そのフーリェ変換であ

る周波数軸における窓をスペクトルウィンドウ (spectrum window)と呼ぶ．ラグウィンドウの幅M が広

くなると，そのスペクトルウィンドウはデルタ関数に近づき，スペクトル分解能が高くなる．したがって，

窓関数を用いるということは，パワースペクトル密度推定において，不偏性を犠牲にして，推定量の分散を

小さくする，すなわち推定精度を改善することを意味する．不偏性と推定精度は，互いにトレードオフの関

係にある．

さて，矩形窓を用いたパワースペクトル密度推定の別の問題を考えてみよう．上で述べたように，矩形窓

のフーリェ変換は，sinc関数であることから負の値を持つ．そこで，鋭いピークを持つスペクトル P̂x(ω)

がある場合，そのピークが sinc関数の負の位置に入った場合には，畳み込み積分により，パワースペクト

ル密度 P̂ ′
x(ω)は，実際にはありえない負のパワーレベルを持つことがある．これは，矩形窓を用いた場合

にしばしば生ずる現象であり注意を要する．

矩形窓を用いた場合の負のスペクトルの発生を避けるために，三角窓 (Bartlett window)

wB(τ) =


 1 − |τ |

M
, for |τ | ≤M

0, others
(4.21)

が用いられることも多い．式 (4.3)で述べた自己相関関数の推定量 R̂′
x(τ)は，上式において，M = T とし

た三角窓に他ならないことがわかる．三角窓のフーリェ変換，つまりスペクトルウィンドウは，

WB(ω) = Msinc2
(ωM

2

)
(4.22)

であり，すべての ωに対して非負となる大きな特徴がある．三角窓のラグウィンドウとスペクトルウィン

ドウを図 4.1上から 2段目に示す．

その他，

w(τ) =


 a+ b cos

(πτ
M

)
+ c cos

(2πτ
M

)
, for |τ | ≤M

0, others
(4.23)

とし，a = 0.54, b = 0.46, c = 0として与えられるハミング窓 (Hamming window)，a = b = 0.5, c = 0とし

て与えられるハニング窓 (Hanning window)，a = 0.42, b = 0.5, c = 0.08として与えられるブラックマン窓

(Blackman window)がある．

矩形窓，三角窓，ハミング窓，ハニング窓，ブラックマン窓のラグウィンドウとスペクトルウィンドウを

図 4.1に示した．図中，左の列はラグウィンドウ，右の列は対するスペクトルウィンドウを表している．い

ずれも，窓幅M = 64[ms]とした際の結果である．スペクトルウィンドウにおいて，中心にある最も大き
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な山をメインローブ，それ以外の山をサイドローブという．メインローブの幅が小さく，サイドローブの高

さが小さいほど，窓関数を用いることによるスペクトルの歪みが小さく，望ましいことになる．矩形窓は，

メインローブの幅を最小にする窓関数であり，その代償としてサイドローブの振幅がかなり大きく，負値を

とるという問題もある．三角窓は，スペクトルウィンドウで負値をとることはないが，ラグウィンドウで

微分不可能な点が 3個所もあるため，比較的サイドローブの振幅が大きくなっている．ブラックマン窓は，

ここに示した窓関数の中で，最も滑らかなラグウィンドウであり，スペクトルウィンドウのサイドローブの

高さを最小にする窓関数である．その代償としてメインローブの幅は最大である．ハミング窓は，矩形窓に

ついでスペクトルウィンドウのメインローブの幅が小さいが，ラグウィンドウの両端で不連続になるため，

スペクトルウィンドウのサイドローブの収まりが悪い．また，ハニング窓は，サイドローブの収まりは良

いが，最大の高さをもつサイドローブの高さはハミング窓に比べ大きい．これ以外にも，チェビシェブ窓，

カイザー窓などがある．スペクトル密度を推定する際には，これらの窓関数の特徴を理解し，目的により使

い分けることが必要である．

[演習 3]　平均 0，分散 1の正規分布 N(0, 1)に従う白色雑音系列を，伝達関数

H(z) =
1

1 − 0.98z−1 + 0.5z−2 + 0.2z−3

で表現されるシステムに入力した際の出力を xt, t = 1, . . . , T とする．この正規確率系列 xt, t = 1, . . . , T

の自己相関関数を式 (4.1)を用いて推定し，そのフーリェ変換として，つまりブラックマン・チューキー法

によりパワースペクトル密度を推定するものとする．その際，さまざまな窓幅の矩形窓，バートレット窓，

ブラックマン窓を用いて推定されたパワースペクトル密度の推定精度を比較せよ．

[解答] 　系列長 T = 1024[s] として，上記のように正規確率系列 xt, t = 1, . . . , T を作成し，自己相関

関数 Rx(τ), τ = −511,−510, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 510, 511[s]を推定した．推定された自己相関関数に，窓幅

M = 32, 64, 256[s]の矩形窓，バートレット窓，ブラックマン窓をそれぞれ乗じ，フーリェ変換 (FFT)を行

うことによりパワースペクトル密度 (PSD)を推定した．その結果を図 4.2(a)～(i)に示す．図中，緑色の実

線は PSDの推定値，黒色の実線はその理論値を表す．窓幅M が小さい場合には，自己相関関数を打ち切

ることによるスペクトルのひずみが生じ，逆に窓幅M が大きい場合には，自己相関関数の精度の悪い時間

差の大きい部分を使うことによる精度の悪化が見られる．また，不連続な矩形窓，連続であるが微分不可能

なバートレット窓，微分可能なブラックマン窓の順で，パワースペクトル密度の推定精度が改善されてゆく

ことがわかる．

4.4 ペリオドグラム法によるパワースペクトル密度の推定

ブラックマン・チューキー法では，確率過程の自己相関関数の推定を通して，そのフーリェ変換によりパ

ワースペクトル密度を求めた．しかしながら，高速離散フーリェ変換 (FFT)の発見により，フーリェ変換

が容易にかつ高速に実現できるようになってからは，確率過程を直接フーリェ変換する手法が用いられるよ

うになった．こうしたパワースペクトル密度の推定法は，ペリオドグラム法 (periodgram method)，直接

法 (direct method)，FFT法 (FFT method)などと呼ばれている．フーリェ変換として FFTが用いられる

こと以外は，時刻を連続時間で定義しても，離散時間で定義しても同じであるため，ここでは連続時間とし

て議論を進める．
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図 4.1: 代表的な窓関数のラグウィンドウとスペクトルウィンドウ
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図 4.2: 演習 3の解答：ブラックマン・チューキー法により推定されたパワースペクトル密度
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有限長の確率過程

xT (t) =

{
x(t) 0 ≤ t ≤ T

0 others

に対するフーリェ変換の絶対値の 2乗を T で除した

Pper(ω) ≡ 1
T
|F [xT (t)]|2

を考える．上式は更に次のように変形できる．

Pper(ω) =
1
T
F [xT (t)]F [xT (t)]∗

=
1
T

∫ ∞

−∞
xT (t)e−iωtdt

∫ ∞

−∞
xT (t)eiωtdt

=
1
T

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xT (t1)xT (t2)e−iω(t1−t2)dt1dt2

=
∫ ∞

−∞

1
T

∫ ∞

−∞
xT (t)xT (t− τ)dt e−iωτdτ (4.24)

ここで，xT (t)の範囲を考えれば，
1
T

∫ ∞

−∞
xT (t)xT (t− τ)dt

は，x(t)のデータ長 T の一つの標本 x(t)から推定された自己相関関数 R̂x(τ)に等しいから，式 (4.24)は，

Pper(ω) =
∫ T

−T

R̂x(τ)e−iωτdτ (4.25)

となる．Pper(ω)は，ペリオドグラム (periodogram)と呼ばれ，データ長 T に相当する時間差 τ までの自己

相関関数の推定値を用いた Blackman–Tukey法によるパワースペクトル密度の推定値と等価である．した

がって，前に述べたとおり，その推定精度は悪い．x(t)を正規確率過程とすれば，ペリオドグラムの分散は，

Var[Pper(ω)] = E

[(
Pper(ω) − E[Pper(ω)]

)2
]

= P 2(w)
{

1 +
(

sin(ωT )
T sin(ω)

)2}
(4.26)

となることが知られている．つまり，推定値の分散は，データ長 T を長くしても減少せず，真のスペク

トル P (ω)の 2乗に比例することになる．したがって，ペリオドグラムそのものは，一致推定量とはなら

ず，スペクトルの推定値としては不適切である．したがって，推定精度を向上させるためには，複数の標

本に対してペリオドグラムを推定し，それらの集合平均をとらなければならない．与えられているデータ

が x(t), 0 ≤ t ≤ T のみである場合には，エルゴード性を満たすことを条件として，この x(t)をK 分割し，

各部分列のペリオドグラム P
(k)
per , k = 1, . . . ,K を求め，それらを集合平均することにより，

P̂ (ω) =
1
K

K∑
k=1

P (k)
per (ω) (4.27)

と推定すればよい．この場合のパワースペクトル密度の推定分散は，

Var[P̂ (ω)] ∝ 1
K

となる．K → ∞となるように T → ∞とすれば，Var[P̂ (ω)] → 0となり一致推定量になり得る．ただし，

離間時間で定義された確率過程に対し，FFTを用いて行う場合には，分割により系列長が少なくなると，2
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章で述べたように，周波数軸でのサンプリング間隔が広がるため，周波数分解性能が劣るという問題があ

る．周波数分解性能と推定精度は互いにトレードオフの関係にある．また，FFTを用いる場合には，部分

列の系列長が 2のべき乗であることが計算速度の意味で望ましい．もとの確率系列の系列長が 2のべき乗

の整数倍とはならない場合には，オーバーラップを許可して部分列に分割することも可能である．しかし，

この場合，オーバーラップの幅を増やして分割数を増やしても，推定精度がいくらでも改善されることは

ない．

離間時間で定義された確率過程に対し FFTを用いてパワースペクトル密度を推定する際には，新たな

別の問題が生ずる．FFTは，信号を周期関数と見なしたフーリェ変換であるから，x(t)から切り出された

部分列に対し FFTを行うことは，各部分列が周期関数であるものとしてフーリェ変換を求めることに相

当し，真の値に対して歪みを持つことになる．こうしたスペクトルの歪みの発生は，ギブス現象 (Gibb’s

phenominon)と呼ばれ，特に，部分列の始めと終わりの値が大きくかけ離れている場合に顕著である．そ

こで，ギブス現象を避けるため適当な窓関数を用いて，確率過程 x(t)を部分列に切り出すことがしばしば

行われる．この場合，用いる窓関数により，切り出された部分列のパワーが変化するため，窓関数のパワー

を 1に正規化しておく必要がある．つまり，窓関数を w(τ), |τ | ≤M とすれば，

w(τ)√
1

2M

∫ M

−M

w2(τ)dτ

を新たな窓関数として用いることになる．

[演習 4]　平均 0，分散 1の正規分布 N(0, 1)に従う白色雑音系列を，伝達関数

H(z) =
1 + 1.5z−1 + 0.5z−2

1 − 0.98z−1

で表現されるシステムに入力した際の出力を xt, t = 1, . . . , T とする．こうした確率系列に対し，ブラック

マン・チューキー法とペリオドグラム法により推定されたパワースペクトル密度の推定精度を比較せよ．

[解答]　系列長 T = 2048[s]として，上記のように正規確率系列 xt, t = 1, . . . , T を作成した．式 (4.1)を使用

して推定された自己相関関数 Rx(τ), τ = −2047,−2046, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 2046, 2047[s]に窓幅M = 2048[s]

でブラックマン窓をかけ，そのフーリェ変換によりパワースペクトル密度を推定（ブラックマン・チューキー

法）した結果を図 4.3(a)に示す．また，確率系列 xt, t = 1, . . . , T から推定されたペリオドグラム Pperを同

図 (b)に示す．確率系列 xt, t = 1, . . . , T をオーバーラップすることなく分割数K = 2, 4, 8として部分列に

切り出し，それぞれのペリオドグラムの集合平均として推定されたパワースペクトル密度を同図 (c),(e),(g)

に示す．K = 2, 4, 8として，各部分列にブラックマン窓をかけた場合の結果を同図 (d),(f),(h)に示す．(a)

と (b)は，式 (4.25)に示したように，ほとんど等しい結果となっていることがわかる．また，分割数K を

増やすと，パワースペクトル密度の推定精度が改善されてゆくことがわかる．更に，窓関数を用いることに

より，高い周波数でスペクトル密度が持ち上がるというスペクトルの歪み，つまりギブス現象が抑えられる

ことがわかる．
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図 4.3: 演習 4の解答：ブラックマン・チューキー法とペリオドグラム法により推定されたパワースペクト
ル密度の比較（推定値：緑色の実線，理論値：黒色の実線）
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第5章 線形予測

5.1 線形予測モデル

定常確率過程とみなせる時系列 xn, n = 1, 2, . . .があるものとしよう．ある時刻 nでの時系列の値 xn を

それよりも過去 N 点の時系列の値 xn−1, . . . , xn−N から予測，すなわち推定することを考えよう．これを

x̂n = f(xn−1, . . . , xn−N ) (5.1)

と書くことにする．f( · )は予測値，すなわち推定量を与える関数である．一般に，観測された時系列から

未来の値を予測する問題を予測問題 (prediction problem)という．推定値 x̂n と真値 xnの差 un ≡ xn − x̂n

を予測誤差 (prediction error)と呼ぶ．式 (5.1)の代わりに，予測誤差 un を明示して，

xn = f(xn−1, . . . , xn−N ) + un (5.2)

と書くこともある．式 (5.1)や式 (5.2)を予測モデルと呼ぶ．特に，予測関数 f( · )を線形関数で実現する

場合，式 (5.1)や式 (5.2)は，線形予測モデル (linear prediction model)と呼ばれ，次式で表現される．

xn = −
N∑

k=1

akxn−k + un (5.3)

右辺の第 1項につけられている負記号は，便宜上つけたものであり，本質的な意味はない．式 (5.3)で示し

た線形予測モデルは，N 次自己回帰モデル (autoregressive model)，あるいは N 次 ARモデルと呼ばれ，

AR(N)モデルと書かれる．ARモデルのパラメータ ak, k = 1, . . . , N を自己回帰係数，もしくは AR係

数という．

xn の予測に，xn−1, . . . , xn−N だけでなく，時刻 nより以前の予測誤差 un−1, . . . , un−M を用いる場合に

は，線形予測モデルは，

xn =
M∑

k=0

bkun−k −
N∑

k=1

akxn−k (5.4)

と書ける．式 (5.4)で示した線形予測モデルは，自己回帰・移動平均モデル (autoregressive–moving average

model)，あるいは (N,M)次ARMAモデルといわれ，ARMA(N,M)モデルと書く．式 (5.4)において，

右辺第 2項がない場合，つまり

xn =
M∑

k=0

bkun−k (5.5)

は，M 次移動平均モデル (moving average model)，あるいはM 次MAモデルといい，MA(M)モデルと

書く．式 (5.4)，式 (5.5)における bk, k = 1, . . . ,M を移動平均係数，もしくはMA係数という．

定常確率過程とみなせる時系列 xn, n = 1, 2, . . .の平均が 0，つまり µx = E[xn] = 0, n = 1, 2, . . .である

ことを仮定し，ARモデルにより予測することを考えよう．平均が 0でない場合には，時系列 xn, n = 1, 2, . . .
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から平均値を引いた xn − µx, n = 1, 2, . . .を改めて xn, n = 1, 2, . . .とみなすものとする．式 (5.3)は，ベ

クトル

x ≡ (xn−1, xn−2, . . . , xn−N )T , a ≡ (a1, a2, . . . , aN )T

を用いれば，

xn = −xT a + un (5.6)

と書きなおせる．

予測問題では，予測誤差 unが小さい方がより望ましい予測であると思えるから，予測誤差の 2乗の期待

値を最小にするように，AR係数 aを決めるものとしよう．時系列 xn, n = 1, 2, . . .の平均が 0なので，そ

の線形結合で与えられる un, n = 1, 2, . . .もまた平均が 0である．したがって，予測誤差の 2乗の期待値は，

予測誤差の分散に等しい．つまり，

σ2
u = E[(un − E[un])2] = E[u2

n] (5.7)

を最小にするように AR係数 aを決めよう．式 (5.7)は，式 (5.6)を代入すれば，

σ2
u = E[(xn + xT a)2]

= E[(xn + xT a)T (xn + xT a)]

= E[x2
n + 2xnxT a + (xT a)T (xT a)]

= E[x2
n] + 2aTE[xnx] + aTE[xxT ]a (5.8)

と変形でき，E[xnx]，E[xxT ]をそれぞれ

r ≡ E[xnx] =




Rx(1)
Rx(2)

...
Rx(N)


 , R ≡ E[xxT ] =




Rx(0) Rx(1) · · · Rx(N − 1)
Rx(1) Rx(0) · · · Rx(N − 2)

...
...

. . .
...

Rx(N − 1) Rx(N − 2) · · · Rx(0)




とおけば，

σ2
u = Rx(0) + 2aT r + aT Ra (5.9)

と書ける．これを aで偏微分すれば，
∂σ2

u

∂a
= 2r + 2Ra (5.10)

となるので，
∂σ2

u

∂a
≡ 0の解は，

Ra = −r (5.11)

を解くことにより与えられる．式 (5.11)は，Yule–Walker方程式と呼ばれ，この式を用いた AR係数の

推定は，Yule–Walker推定といわれる．

式 (5.11)を解くことにより得られる AR係数の推定値を â，予測誤差の分散 σ2
uの最小値を推定されたも

のと見て σ̂2
uと書くことにする．式 (5.11)を式 (5.9)に代入すれば，

σ̂2
u = Rx(0) + âT r

となるので，un の分散の最小値は，

σ̂2
u =

N∑
l=0

âlRx(l) (5.12)
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であることがわかる．ただし，â0 ≡ 1とおいた．式 (5.11)は，

N∑
l=0

âlRx(l − k) = 0, k = 1, 2, . . . , N (5.13)

と変形できるから，式 (5.12)と式 (5.13)をまとめれば，

N∑
l=0

âlRx(l − k) =

{
σ̂2

u, k = 0
0, k = 1, . . . , N

(5.14)

なる表現が得られる．これを行列を用いて表現すれば，


Rx(0) Rx(1) Rx(2) · · · Rx(N)
Rx(1) Rx(0) Rx(1) · · · Rx(N − 1)
Rx(2) Rx(1) Rx(0) · · · Rx(N − 2)

...
...

...
. . .

...
Rx(N) Rx(N − 1) Rx(N − 2) · · · Rx(0)







1
â1

â2

...
âN




=




σ̂2
u

0
0
...
0




(5.15)

となり，さらに変形すれば，




1 â1 â2 · · · âN−1 âN 0 0 0 · · · 0
0 1 â1 â2 · · · âN−1 âN 0 0 · · · 0
0 0 1 â1 â2 · · · âN−1 âN 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . · · · . . . . . . . . .
...

0 0 · · · 0 1 â1 â2 · · · âN−1 âN 0
0 0 0 · · · 0 1 â1 â2 · · · âN−1 âN







Rx(N)
Rx(N − 1)

...
Rx(0)

...
Rx(N − 1)
Rx(N)




=




0
0
0
...
0
σ̂2

u




となる．AR係数 âk, k = 1, . . . , N と予測誤差の分散 σ̂2
uから，次式のように，xn の自己相関関数を知るこ

とができる．




Rx(0)
Rx(1)
Rx(2)

...
Rx(N)




=







0 âN−1 âN−2 · · · â1 1
0 âN−2 · · · â1 1 0
0 âN−3 â1 1 0 0
...

...
...

...
...

...
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




+




âN 0 0 0 · · · 0
âN−1 âN 0 0 · · · 0
· · · âN−1 âN 0 · · · 0
. . . · · · . . . . . . . . . . . .

â1 â2 · · · âN−1 âN 0
1 â1 â2 · · · âN−1 âN







−1


0
0
0
...
0
σ̂2

u




(5.16)
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5.2 予測誤差の統計的性質

予測誤差 un の統計的性質を調べてみよう．まず，予測誤差 un と時系列 xn−k, k = 0, 1, . . .の間の相互

相関関数

E[unxn−k] = E[(xn + âT x̂)xn−k] = E[xnxn−k] + E[âT x̂xn−k]

を調べてみよう．AR係数の推定値 âは，確率過程 xn, n = 1, 2, . . .から推定されたものであるから，本来，

確率変数として扱わなければならない．しかし，確率過程 xn, n = 1, 2, . . .が十分な長さの系列長を持つ場

合には，そこから推定された âの統計的変動は，確率過程 xn, n = 1, 2, . . .そのものと比べると相対的に小

さいと考えられる．そこで，議論を簡単にするため，本節では AR係数の推定値 âを xn, n = 1, 2, . . .に対

して確定的な変数であるとみなすことにする．したがって，上式は，

E[unxn−k] = E[xnxn−k] + âTE[xxn−k]

= Rx(k) +
N∑

l=1

âlRx(l − k)

=
N∑

l=0

âlRx(l − k) (5.17)

となり，式 (5.14)に等しいことがわかる．したがって，予測誤差 unと時系列 xn−k, k = 0, 1, . . .の間の相

互相関関数は，

E[unxn−k] =

{
σ̂2

u, k = 0
0, k = 1, 2, . . . , N

(5.18)

となる．予測誤差 un は xn−1, xn−2, . . . , xn−N と無相関であり，このことから，予測誤差 un は，xn から

xn−1, xn−2, . . . , xn−N と相関のある成分を差し引いた残りの成分であると考えられる．

次に，予測誤差 un, n = 1, 2, . . .の自己相関関数 E[unun−k]を調べてみよう．予測誤差 un, n = 1, 2, . . .

の自己相関関数 E[unun−k]は，

E[unun−k] = E
[( N∑

l=0

âlxn−l

)( N∑
m=0

âmxn−k−m

)]

=
N∑

l=0

N∑
m=0

âlâmE[xn−lxn−k−m]

=
N∑

l=0

N∑
m=0

âlâmRx(k +m− l)

=
N∑

m=0

âm

N∑
l=0

âlRx(k +m− l) (5.19)

と表現できる．式 (5.14)より，1 ≤ k +m ≤ N では，

N∑
l=0

âlRx(k +m− l) = 0

となるので，k = 0では，

E[unun] =
N∑

m=0

âm

N∑
l=0

âlRx(m− l)
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= â0

N∑
l=0

âlRx(l)

=
N∑

l=0

âlRx(l)

= σ̂2
u (5.20)

というあたりまえの結果が得られる．一方，k > 0では，

E[unun−k] =
N∑

m=N−k+1

âm

N∑
l=0

âlRx(k +m− l) (5.21)

となる．ここで，âk = 0, k > L，N > Lとすれば，âm = 0, m = L+ 1, . . . , N は 0となるので，

E[unun−k] = 0, k = 1, 2, . . . , N − L

となる．N → ∞では，
E[unun−k] =

{
σ̂2

u, k = 0
0, k �= 0

(5.22)

となるから，予測誤差 un は白色雑音になる．

[演習 5]　平均 0，分散 1の正規分布 N(0, 1)に従う白色雑音系列を，伝達関数

H(z) =
1

1 − 0.98z−1 + 0.5z−2 + 0.2z−3

で表現されるシステムに入力した際の出力を xn, n = 1, . . . , T とする．こうした確率系列 xnに対し，AR(N)

モデル，N = 1, 2, 3, 4でそれぞれ AR係数を推定し，推定された AR係数を持つそれぞれの ARモデルで

xn を予測した際の予測誤差 un が式 (5.18)を満たすことを確認せよ．

[解答]　上記のように作成された正規確率系列xn, n = 1, . . . , 10000[s]に対し，AR(N)モデル，N = 1, 2, 3, 4

により，それぞれ AR係数を推定した．推定された AR係数をもつ ARモデルを用いて予測を行った際の

予測誤差 un と xn の間の相互相関関数 E[unxn−k], k = 0, 1, . . . , 14, 15[s]を un, xn のエルゴード性を仮定

して時間平均を用いることにより推定した．その結果を図 5.1に示す．推定された相互相関関数は，それ自

身，確率系列であるため，合計 20標本の unと xnの組に対して同様の推定を行った．図にはそれらの結果

を重ねて示してある．この結果より，AR(N)モデルを用いた場合には，E[unxn−k] = 0, k = 1, 2, . . . , N と

なっており，式 (5.18)が成立することがわかる．

[演習 6]　平均 0，分散 1の正規分布 N(0, 1)に従う白色雑音系列を，伝達関数

H(z) =
1

1 − 0.98z−1 + 0.5z−2 + 0.2z−3

で表現されるシステムに入力した際の出力を xn, n = 1, . . . , T とする．こうした確率系列 xnに対し，AR(N)

モデル，N = 2, 3, 4, 5でそれぞれ AR係数を推定し，推定された AR係数を持つそれぞれの ARモデルで

xn を予測した際の誤差 unが式 (5.22)を満たすことを確認せよ．
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図 5.1: 演習 5の解答：E[unxn−k] = 0, k = 1, 2, . . . , N の検証（真のシステム：AR(3)，a1 = −0.98, a2 =
0.5, a3 = 0.2）

48



0 5 10 15
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Lag k [s]

E
st

im
at

ed
 E

[u
nu n−

k] 

(a) AR(2) Model

0 5 10 15
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Lag k [s]

E
st

im
at

ed
 E

[u
nu n−

k] 

(b) AR(3) Model

0 5 10 15
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Lag k [s]

E
st

im
at

ed
 E

[u
nu n−

k] 

(b) AR(4) Model

0 5 10 15
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Lag k [s]

E
st

im
at

ed
 E

[u
nu n−

k] 

(b) AR(5) Model

図 5.2: 演習 6の解答：E[unun−k] = σ̂2
uδk, N → ∞の検証（真のシステム：AR(3)，a1 = −0.98, a2 =

0.5, a3 = 0.2）

[解答] 　上記のように作成された正規確率系列 xn, n = 1, . . . , 10000[s] に対し，AR(N) モデル，N =

2, 3, 4, 5により，それぞれ AR 係数を推定した．その際の予測誤差 un の自己相関関数 E[unun−k], k =

0, 1, . . . , 14, 15[s]を unのエルゴード性を仮定して時間平均を用いることにより推定した．その結果を図 5.2

に示す．推定された自己相関関数は，それ自身，確率系列であるため，合計 20標本の un に対して同様の

推定を行った．図にはそれらの結果を重ねて示してある．この結果より，AR(4)モデルを用いた場合には，

E[unun−k] = 0, k = 1，AR(5)モデルを用いた場合には，E[unun−k] = 0, k = 1, 2となっており，N → ∞
で un が白色雑音になることが予想される．

5.3 AR係数の推定値の統計的性質

AR係数の推定値 âk の統計的性質を調べてみよう．ただし，予測誤差 un は，平均 0の正規白色雑音系

列であるものとする．
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式 (5.18)より，
N∑

i=0

âiRx(k − i) = 0 for k = 1, 2, . . . , N (5.23)

であるが，真の AR係数 ak に対しては，

N∑
i=0

aiRx(k − i) = εk for k = 1, 2, . . . , N (5.24)

と誤差 εk を持つ．ただし，â0 = 1とおいた．これら 2つの式の差分をとれば，

N∑
i=1

(âi − ai)Rx(k − i) = −εk for k = 1, 2, . . . , N (5.25)

となり，ε ≡ (ε(1), ε(2), . . . , ε(N))T とおいて，行列で表せば

R(â − a) = −ε

あるいは

â − a = −R−1ε (5.26)

となる．AR係数の推定誤差の期待値は，

E[â − a] = E[−R̂
−1

ε] 	 −R−1E[ε] (5.27)

となり，AR係数の推定値の真値の周りの分散共分散行列は，

Cov[â] = E[(â − a)(â − a)T ] = E[R−1εεT R−1] = R−1E[εεT ]R−1 (5.28)

となる．

E[ε]，E[εεT ]を求めよう．式 (5.24)より，m ≡ n+ kと変数変換し，変形してゆくと，

εk =
N∑

i=0

ai
1
T

T−k+i∑
n=1

xnxn+k−i

=
N∑

i=0

ai
1
T

T+i+1∑
m=k+1

xm−kxm−i

=
1
T

T+k+1∑
m=k+1

xm−k

N∑
i=0

aixm−i

=
1
T

T+k+1∑
m=k+1

xm−kum (5.29)

となる．上式の両辺の期待値をとると，式 (5.18)で示した xn と un が無相関になる性質より，

E[εk] =
1
T

T+k+1∑
m=k+1

E[xm−kum] = 0, for k = 1, 2, . . . , N (5.30)

となる．一方，εk の自己相関関数は，式 (5.29)より，

E[εkεl] =
1
T 2

T+k+1∑
n=k+1

T+l+1∑
m=l+1

E[xn−kunxm−lum] (5.31)
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となる．上式における 4次モーメントは，xn, unが正規確率過程ならば，pair-wise ruleを利用できるので，

E[xn−kunxm−lum] = E[xn−kun]E[xm−lum]

+E[xn−kxm−l]E[unum]

+E[xn−kum]E[xm−lun] (5.32)

となる．右辺第 1,3項は，式 (5.18)で示したように，N → ∞で 0になる．一方，右辺第 2項は，式 (5.22)

で示したように，N → ∞で un が平均 0の正規白色雑音系列になるから，m = nの時のみ非ゼロであり，

Rx(k − l)σ̂2
u となる．したがって，式 (5.31)は

E[εkεl]=
1
T 2

T+k+1∑
n=k+1

T+l+1∑
m=l+1

Rx(k − l)σ̂2
uδ(n−m)

=
σ̂2

u

T
Rx(k − l), for k, l = 1, 2, . . . , N (5.33)

となる．式 (5.30)，式 (5.33)を行列で表せば，N → ∞, N 
 T に対し

E[ε]=0 (5.34)

E[εεT ]=
σ̂2

u

T
R (5.35)

となるので，式 (5.27)，式 (5.28)にそれぞれ代入し，また，予測誤差 unが平均 0の正規白色雑音系列とな

るための条件が N → ∞であることを含めて考えれば，N 
 T, N, T → ∞に対し，

E[â − a]=0 (5.36)

Cov[â]=R−1 σ̂
2
u

T
RR−1 = R−1 σ̂

2
u

T
(5.37)

となる．十分大きな次数 N の ARモデルで Yule–Walker推定された AR係数 âk は，漸近的に不偏，かつ

一致推定量となっている．

[演習 7]　平均 0，分散 1の正規分布 N(0, 1)に従う白色雑音系列を，伝達関数

H(z) =
1

1 − 0.98z−1 + 0.5z−2 + 0.2z−3

で表現されるシステムに入力した際の出力を xn, n = 1, . . . , T とする．こうした確率系列 xnを AR(3)モデ

ルで同定した際の AR係数の推定値の不偏性と一致性を検証せよ．

[解答] 　上記のように作成された正規確率系列 xn, n = 1, . . . , T [s] に対し，AR(3) モデルを用いて AR

係数 a1, a2, a3 を推定した．1000標本の xn に対してそれぞれ推定された AR係数の推定値の標本平均を

T = 25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200, 6400[s]に変化させて調べた．その結果を図 5.3(a)に記号 oで，AR

係数の真値を同図に実線で重ねて示した．これより，自己相関関数の推定を通して得られた AR係数の推

定値は漸近的な不偏性を持つことがわかる．また，1000標本の xn に対してそれぞれ推定された AR係数

の推定値の標本分散を同図 (b)に示す．これより，自己相関関数の推定を通して得られたAR係数の推定値

は一致性を持つことがわかる．
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図 5.3: 演習 7の解答：AR係数推定値の不偏性，一致性の検証（真のシステム：AR(3)，a1 = −0.98, a2 =
0.5, a3 = 0.2，青の o：E[â1], E[â2

1]の推定値，赤の o：E[â2], E[â2
2]の推定値，緑の o：E[â3], E[â2

3]の推定
値，実線：それぞれの理論値）

5.4 線形予測モデルを用いたパワースペクトル密度の推定

離散時間で定義されたある線形時不変システムを考え，そのシステムへの入力を un，システムの伝達関

数をH(z)，システムからの出力を xn とする．un, xn の z 変換をそれぞれ U(z), x(z)とすれば，これらの

間には，

x(z) = H(z)U(z)

もしくは，サンプリング間隔を τ として z = eiωτ なる置換を行えば

x(ω) = H(ω)U(ω)

なる関係がある．X(ω)は xn のフーリェ変換であるから，xn, n = 1, 2, . . . , T のパワースペクトル密度

Px(ω)は，un, n = 1, 2, . . . , T のパワースペクトル密度を PU (ω) =
1
T
|U(ω)|2とすれば，

Px(ω) =
1
T
|x(ω)|2 = |H(ω)|2 1

T
|U(ω)|2 = |H(ω)|2PU (ω)

として与えられることになる．入力 un を平均 0，分散 σ2
u の白色雑音系列とすれば，自己相関関数は

RU (τ) = δ(τ)σ2
u であり，そのフーリェ変換である unのパワースペクトル密度は，角周波数 ωに依存せず，

PU (ω) = σ2
u となる．したがって，xn のパワースペクトル密度 Px(ω)は，

Px(ω) = |H(ω)|2σ2
u (5.38)

として与えられる．式 (5.3)で与えられる ARモデルは，unを入力として，xn を出力する線形時不変シス

テムとみることができる．十分に大きな次数N の ARモデルを用いれば，unを白色雑音にすることができ

るので，xn のパワースペクトル密度 Px(ω)は，結局，式 (5.11)で推定された AR係数 âk, k = 1, . . . , N を

52



用いて次式により推定されることになる．

Px(ω) = |H(ω)|2σ̂2
u

=
1∣∣∣∣∣

N∑
k=0

âke−iωτk

∣∣∣∣∣
2

N∑
k=0

âkRx(k) (5.39)

ただし，τ はサンプリング周波数，â0 = 1である．

このように，線形予測モデルなど，あらかじめ特定のモデルを仮定したパワースペクトル密度の推定は，

ARモデルを仮定し，そのモデルパラメータである AR係数を推定することに帰着されることから，パラメ

トリック推定 (parametric estimation)と呼ばれている．一方，ブラックマン・チューキー法，ペリオドグラ

ム法などは，特定のモデルを仮定しないことから，ノンパラメトリック推定 (non-parametric estimation)

と呼ばれている．

[演習 8]　平均 0，分散 1の正規分布 N(0, 1)に従う白色雑音系列を，伝達関数

H(z) =
1

1 − 0.98z−1 + 0.5z−2 + 0.2z−3

で表現されるシステムに入力した際の出力を xn, n = 1, . . . , T とする．こうした確率系列 xn を AR(N)モ

デルを用いてパワースペクトル密度を推定せよ．そして，N,T をさまざまな値に設定して推定されたそれ

ぞれのパワースペクトル密度，ペリオドグラム法により推定されたパワースペクトル密度を比較せよ．

[解答] 　上記のように作成された正規確率系列 xn, n = 1, . . . , T [s] に対し，AR(N) モデルを用いてパ

ワースペクトル密度を推定した．(N = 3, T = 512[s])，(N = 3, T = 8192[s])，(N = 2, T = 8192[s])，

(N = 12, T = 8192[s])にそれぞれ設定した際して推定されたパワースペクトル密度をそれぞれ図 5.4(a)

～(d) に緑色の実線で示す．(e),(f) には，系列長 T = 8192[s]，および T = 218[s]の xn に対し，分割数

K = T/1024としてブラックマン窓を用いてペリオドグラム法により推定されたパワースペクトルを示し

た．パワースペクトル密度そのものは確率変数であるため，10標本の xn に対してそれぞれ推定されたパ

ワースペクトル密度を重ねて示した．また，パワースペクトル密度の真値を黒色の実線で重ねて示した．こ

れらの結果より，系列長 T が長くなると AR係数の推定精度が上がるため，パワースペクトル密度の推定

精度も高くなることがわかる．また，推定に用いた ARモデルの次数N が真のシステムの次数 3よりも小

さい場合には，推定された AR係数が不偏推定量にならないため，パワースペクトル密度の推定も偏りが

生じることがわかる．さらに，推定に用いた ARモデルの次数N が真のシステムの次数よりも大きくなり

すぎると，逆にパワースペクトル密度の推定の推定精度が悪くなることがわかる．真のシステムが ARモ

デルで表現できる場合には，ペリオドグラム法に比べ，ARモデルを用いた方がパワースペクトル密度の推

定精度が高いことがわかる．

[演習 9]　母音「あ」，「い」，「う」，「え」，「お」を発音した際の音声のそれぞれのパワースペクトル密度を

ペリオドグラム法，ARモデルを用いて推定し，それらを比較することにより，それぞれの母音の特徴を調

べよ．

[解答]　母音「あ」，「い」，「う」，「え」，「お」のパワースペクトル密度を AR(14)モデルを用いて推定した

結果を図 5.5の左列に，ペリオドグラム法により推定した結果を図 5.5の右列に示す．左列のスペクトルの
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図 5.4: 演習 8の解答：AR(N)モデルを用いて推定されたパワースペクトル密度 ((a)～(d))とペリオドグ
ラム法により推定されたパワースペクトル密度 ((e),(f))．推定値（緑色の実線）と真値（黒色の実線），真
のシステム：AR(3)，a1 = −0.98, a2 = 0.5, a3 = 0.2
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ピークは，低い周波数側から順に第一，第二ホルマントと呼ばれ，その周波数が母音の特徴を表している．

また，右列のスペクトルのピークは，声帯で発せられた音声の基本周波数であり，ピッチと呼ばれている．

ARモデルを用いたパワースペクトル密度の推定は，スペクトルのなだらかな特徴を捉えるのに向いてお

り，一方ペリオドグラム法は，ピッチなどスペクトルのピークを捕らえるのに向いていることがわかる．

5.5 最適次数決定基準

ARモデルAR(N)を用いた確率系列 xn, n = 1, 2, . . . , T の線形予測における予測誤差 un, n = 1, 2, . . . , T

は，モデル次数 N を増やせば単調に減少してゆく．しかし，この予測誤差は，AR係数を推定する際に用

いた確率系列に対する予測誤差であり，未知の確率系列，例えば，xn, n = T + 1, T + 2, . . .に対しても同

様に予測誤差を小さくする保証はない．未知の確率系列に対して，予測誤差を最小にするためには，その

確率系列を生成したシステムを表現するのために必要かつ十分な最適なモデル次数 N∗ を選択する必要が

ある．そのための手法として，ある種の情報量を最小化するように次数を決定する手法が提案されている．

これまで提案された代表的な 3種類の情報量の定義を紹介しよう．データ数を T，ARモデルの次数をN，

その際の予測誤差の分散を σ2
u(N)とした時，情報量は，赤池情報量基準 (Akaike’s information criterion;

AIC)では，

AIC(N) = log(σ2
u(N)) +

2(N + 1)
T

(5.40)

最終予測誤差 (final prediction error criterion; FPE)では，

FPE(N) = σ2
u(N)

(
T +N + 1
T −N − 1

)
(5.41)

MDL(Minimum description length)では，

MDL(N) =
T

2
log2 σ

2
u(N) +

N + 1
2

log2 T (5.42)

として定義される．そして，それぞれの情報量を最小にする N を最適な次数 N∗ として決定するものであ

る．こうした手法は，必ずしも正しい次数を選択するとは限らないが，1つの次数決定法として利用されて

いる．

[演習 10]　 0.9e±0.6i, 0.98e±1.6i, 0.95e±2.5i に，合計 6個の極を持つ全極型システムを考えよう．このシ

ステムに，平均 0，分散 1の正規分布に従う白色雑音を入力した際の出力 xn, n = 1, . . . , 1000を求めよう．

xn を N = 1, 2, . . . , 20次の ARモデルにより同定した際の AIC，FPE，MDLの各情報量を算出せよ．そ

の結果，各情報量を最小にする AR次数として，N∗ = 6が選択されることを確かめよう．

[解答]　図 5.6(a),(b),(c)に，各 AR次数N に対する AIC，FPE，MDLによる情報量を求めた結果の一例

を示す．図からでは分かりづらいが，いずれの手法でもN = 6で情報量が最小になっていることがわかる1．

1統計的な変動により稀に N > 6 の次数で情報量が最小となることもある
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図 5.5: 演習 9の解答：母音のパワースペクトル密度（左列：AR(14)モデル，右列：ペリオドグラム法を
用いた結果，上から順に「あ」，「い」，「う」，「え」，「お」）
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図 5.6: 演習 10の解答：AIC，FPE，MDLの各情報量の比較
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第6章 ARモデルの係数推定法

6.1 Levinson–Durbinアルゴリズム

ある次数のARモデルでAR係数を推定した際，モデル次数が足らなかったことに気づき，次数をさらに

増やしたい場合が往々にしてある．前述したように，AR係数は，互いに独立変数ではないため，次数を増や

すことにより，今までに推定したAR係数もまた影響を受ける．したがって，正規方程式を用いたAR係数推

定では，再びAR係数の推定を最初から行わなければならない．そこで，次数を増やした時，今までに推定し

た係数を用いて，逐次的に更新できると便利である．こうした発想から，以下説明するLevinson–Durbin

アルゴリズムが提案された．

モデルの次数を明確にするため，m次 ARモデルの AR係数の推定値を a
(m)
1 , a

(m)
2 , . . . , a

(m)
m と表し，見

やすさを考慮して，自己相関関数 R̂x(0), R̂x(1), . . .を Rx(0), Rx(1), . . . ,と表記する．AR係数は，一般に，

a
(m)
j �= a

(n)
j for m �= n (6.1)

となることに注意すべきである．さて，m次 ARモデルの Yule–Walker方程式は，


Rx(0) · · · Rx(m− 1)
...

. . .
...

Rx(m− 1) · · · Rx(0)






a
(m)
1

...
a
(m)
m


 = −




Rx(1)
...

Rx(m)


 (6.2)

であるが，自己相関行列が対称 Toeplitz行列であることを利用すれば，


Rx(0) · · · Rx(m− 1)
...

. . .
...

Rx(m− 1) · · · Rx(0)






a
(m)
m

...
a
(m)
1


 = −




Rx(m)
...

Rx(1)


 (6.3)

と順番を逆にすることができる．

ここで，ARモデルの次数を増やす場合を考える．m+ 1次 ARモデルの Yule–Walker方程式は，


Rx(0) Rx(1) · · · Rx(m− 1) Rx(m)
Rx(1) Rx(0) · · · Rx(m− 2) Rx(m− 1)

...
. . .

...
Rx(m− 1) Rx(m− 2) · · · Rx(0) Rx(1)

Rx(m) Rx(m− 1) · · · Rx(1) Rx(0)







a
(m+1)
1

a
(m+1)
2

...
a
(m+1)
m

a
(m+1)
(m+1)




= −




Rx(1)
Rx(2)

...
Rx(m)

Rx(m+ 1)




(6.4)

と表される．上式は，ARモデルの次数が増えたときのYule–Walker方程式の変化が分かるように，自己相

関行列において新たに増えた箇所を明記した．さらに，上式を 2つの式に分離すると


Rx(0) · · · Rx(m− 1)
...

. . .
...

Rx(m− 1) · · · Rx(0)






a
(m+1)
1

...
a
(m+1)
m


+ km+1




Rx(m)
...

Rx(1)


 = −




Rx(1)
...

Rx(m)


 (6.5)
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(
Rx(m) · · · Rx(1)

)
a
(m+1)
1

...
a
(m+1)
m


+ km+1Rx(0) = −Rx(m+ 1) (6.6)

となる．ただし

km+1 ≡ a
(m+1)
m+1 (6.7)

とし，km は，反射係数 (reflection coefficient)，または偏相関係数 (partial correlation coefficient : PAR-

COR)と呼ばれる重要な係数である．さて，上式のベクトル，行列を以下の記号で表すことにする．

R =




Rx(0) · · · Rx(m− 1)
...

. . .
...

Rx(m− 1) · · · Rx(0)


 , a(m) =




a
(m)
1

...
a
(m)
m


 , a′(m) =




a
(m)
m

...
a
(m)
1


 ,

r(m) =




Rx(1)
...

Rx(m)


 , r′(m) =




Rx(m)
...

Rx(1)


 , a(m+1) =




a
(m+1)
1

...
a
(m+1)
m




こうした記号を用いれば，式 (6.2), 式 (6.3), 式 (6.5), 式 (6.6)は，それぞれ次のように表される．

Ra(m) = −r(m) (6.8)

Ra′(m) = −r′(m) (6.9)

Ra(m+1) + km+1r
′(m) = −r(m) (6.10)

r′(m)T a(m+1) + km+1Rx(0) = −Rx(m+ 1) (6.11)

さて，まず式 (6.8), 式 (6.9)を式 (6.10)に代入し，R, r(m), r′(m) を消去すれば，

a(m+1) = a(m) + km+1a
′(m) (6.12)

となる．次に，上式の km+1を求めるために，上式を式 (6.11)に代入し，a(m+1) を消去すると

r′(m)T
(
a(m) + km+1a

′(m)
)

+ km+1Rx(0) = −Rx(m+ 1) (6.13)

であり，km+1について解けば

km+1 = −Rx(m+ 1) + r′(m)T a(m)

r′(m)T a′(m) +Rx(0)
(6.14)

となる．一方，m次 ARモデルの予測誤差の分散 σ̂2
m は，

σ̂2
m =Rx(0) +

m∑
k=1

Rx(k)â(m)
k

=Rx(0) + r(m)T a(m)

=Rx(0) + r′(m)T a′(m) (6.15)

となる．したがって，上式と式 (6.14)より

km+1 = −Rx(m+ 1) + r′(m)T a(m)

σ̂2
m

(6.16)
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となる．次に，次数を 1つ増したm+ 1次 ARモデルの予測誤差の分散 σ̂2
m+1 は，式 (6.7)より

σ̂2
m+1 =Rx(0) +

m+1∑
k=1

Rx(k)â(m+1)
k

=Rx(0) +
m∑

k=1

Rx(k)â(m+1)
k +Rx(m+ 1)a(m+1)

m+1

=Rx(0) + r(m)T a(m+1) +Rx(m+ 1)km+1 (6.17)

となる．そこで，上式に式 (6.12)を代入して，a(m+1) を消去すれば

σ̂2
m+1 =Rx(0) + r(m)T

(
a(m) + km+1a

′(m)
)

+Rx(m+ 1)km+1

=Rx(0) + r(m)T a(m) + km+1r
(m)T a′(m) +Rx(m+ 1)km+1

=
(
Rx(0) + r(m)T a(m)

)
+ km+1

(
r(m)T a′(m) +Rx(m+ 1)

)
(6.18)

となる．上式の最後の式の括弧にそれぞれ，式 (6.15)，式 (6.16)を代入して

σ̂2
m+1 = σ̂2

m + km+1(−km+1σ̂
2
m)

=(1 − k2
m+1)σ̂

2
m (6.19)

となる．式 (6.16), 式 (6.12), 式 (6.19)を要素を明らかにして表すと次のようになる．

km+1 = − 1
σ̂2

m


Rx(m+ 1) +

(
Rx(m) · · · Rx(1)

)
a
(m)
1

...
a
(m)
m




 (6.20)




a
(m+1)
1

...
a
(m+1)
m


 =




a
(m)
1

...
a
(m)
m


+ km+1




a
(m)
m

...
a
(m)
1


 (6.21)

σ̂2
m+1 = (1 − k2

m+1)σ̂
2
m (6.22)

これらの式が，Levinson-Durbinの漸化式である．ただし，

a
(i)
0 =1 ∀ i (6.23)

a
(m+1)
m+1 =km+1 (6.24)

であり，初期値としては

a
(1)
1 =k1 = −Rx(1)

Rx(0)
(6.25)

σ̂2
1 =(1 − k2

1)Rx(0) (6.26)

を与えておくものとする．また，得られたm次 ARモデルが安定であるための必要十分条件は，

σ̂2
i > 0 for 1 ≤ i ≤ m (6.27)

となることである．

Yule–Walker方程式を解く際の計算量は，次数の 3乗のオーダーであるが，Levinson–Durbinのアルゴリ

ズムを用いれば，2乗のオーダーまで減少し，かなりの高速化が達成されている．しかも，計算の過程で，より

低次のARモデルのAR係数，その際の予測誤差の分散が求められているといった利点もある．さらに，AR

モデルは，フィードバックループを持つため，その安定性の判別が重要な問題となるが，Levinson–Durbin

のアルゴリズムでは，予測誤差の非負性として，計算過程において随時，安定判別が行われている．
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6.2 ラティスフィルタによるARモデルの構成

Yule–Walker方程式を，ARモデルの次数の方向に逐次的に解く Levinson–Durbinのアルゴリズムの漸

近式は，式 (6.20),(6.21),(6.22)で与えられた．式 (6.21)より，Levinson–Durbinアルゴリズムでは，反射

係数 k0, k1, . . . , km が決まれば，一意にm次 ARモデルの係数が決定できることに気づく．このことを利

用して，以下に述べる格子形 (ラティス)フィルタを構成する．

式 (6.21), 式 (6.24)は，m+ 1 → mに置き換えれば，次のように表わされる．(
1 a

(m)
1 · · · a

(m)
m

a
(m)
m · · · a

(m)
1 1

)
=

(
1 km

km 1

)(
1 a

(m−1)
1 · · · a

(m−1)
m−1 0

0 a
(m−1)
m−1 · · · a

(m−1)
1 1

)
(6.28)

さて，

(
Am(z−1)
A′

m(z−1)

)
≡
(

1 a
(m)
1 · · · a

(m)
m

a
(m)
m · · · a

(m)
1 1

)
1
z−1

...
z−m


 (6.29)

とおけば， (
Am(z−1)
A′

m(z−1)

)
=

(
1 km

km 1

)(
Am−1(z−1)

z−1A′
m−1(z−1)

)

=

(
1 km

km 1

)(
1 0
0 z−1

)(
Am−1(z−1)
A′

m−1(z
−1)

)
(6.30)

となり，さらに，

Km ≡
(

1 km

km 1

)
, Z ≡

(
1 0
0 z−1

)

とおき，再帰的に代入して，次式を得る．(
Am(z−1)
A′

m(z−1)

)
= KmZKm−1Z · · ·K2ZK1Z

(
A0(z−1)
A′

0(z
−1)

)
(6.31)

ただし， (
A0(z−1)
A′

0(z
−1)

)
=

(
1
1

)
(6.32)

である．

さて，ここで Am(z−1), A′
m(z−1)の意味を考えてみる．Am(z−1)は

Am(z−1)xn =xn + a
(m)
1 xn−1 + · · · + a(m)

m xn−m

=un (6.33)

となり,時系列 xnを入力とし予測誤差unを出力とするARモデルの伝達関数に他ならない．一方，A′
m(z−1)

は，ARモデルの係数 1, a1, a2, . . . , am をその順番を逆にした，すなわち AR係数 am, am−1, . . . , a1, 1とし

たARモデルの予測誤差と考えれる．あるいは，時系列 xnを逆方向から (後ろ向きに)予測したときの誤差

と見ることもできる．そこで，これらを区別するため，通常の ARモデルの予測誤差 unを uf
n と記し，係
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数の順番を逆にした ARモデルの予測誤差を ur
n と記すことにする．u

f(m)
n , u

r(m)
n は，式 (6.30)より(

u
f(m)
n

u
r(m)
n

)
=

(
1 kn

kn 1

)(
1 0
0 z−1

)(
u

f(m−1)
n

u
r(m−1)
n

)

=

(
u

f(m−1)
n + kmu

r(m−1)
n−1

kmu
f(m−1)
n + u

r(m−1)
n−1

)
(6.34)

と表される．上式から分かるように，Km は 4端子回路を構成した際，格子形になることから，こうした

フィルタをラティスフィルタという．図 6.1にその様子を示す．

k1

Z -1 Z -1 Z -1

e f

(0)
(n)

e r
(0)

(n) e r
(2)

(n)

e f

(2)
(n) e f

(m)
(n)e f

(1)
(n)

e r
(1)

(n) e r
(m)

(n)

k1 km

kmk2

k2

x(n)

x(n)

e f

(m-1)
(n)

e f

(m-1)
(n)

図 6.1: ラティスフィルタ

6.3 Burg法

Yule–Walker方程式は，(前向き)予測誤差 uf
nの 2乗和を最小にするようにして構成された．Yule–Walker

方程式を，その次数方向に逐次的に高速に計算するものとして Levinson–Durbinのアルゴリズムがある．

Levinson–Durbinの漸化式から，AR係数が反射係数 k1, k2, . . . , kmのみから一意に決定されることを利用

して，ARモデルをラティスフィルタにより構成した．その結果，後ろ向き予測誤差 ur
nも同時に得られた．

そこで次に，前向き予測誤差 uf
n の 2乗和と後ろ向き予測誤差 ur

n の 2乗和の和

Em =
N−1∑
n=m

[{
uf(m)

n

}2

+
{
ur(m)

n

}2
]

(6.35)

を最小にするように反射係数 k1, k2, . . . , km(等価的に AR係数)を決定することを考える．式 (6.34)を上式

に代入し，整理すると，

Em =
N−1∑
n=m

[
(1 + k2

m)
{
uf(m−1)

n

}2

+ (1 + k2
m)
{
u

r(m−1)
n−1

}2

+4kmu
f(m−1)
n u

r(m−1)
n−1

]
(6.36)

となり，km で偏微分して 0とおき，km について解けば，次式が得られる．

km = −
2

N−1∑
n=m

uf(m−1)
n u

r(m−1)
n−1

N−1∑
n=m

[{
uf(m−1)

n

}2

+
{
u

r(m−1)
n−1

}2] (6.37)

62



Levinson–Durbinの漸化式 (6.20)の代わりに式 (6.37)，式 (6.22)の代わりに式 (6.34)を用いた AR係数の

推定法をBurg法という．Burg法は，Yule–Walker法やその高速解法である Levinson–Durbinアルゴリズ

ムとは違い，自己相関関数を推定せずに直接 AR係数が推定できる．また，Burg法は，Yule–Walker法と

は異なる評価値を採用しているため，一般に，得られる AR係数も異なる．結果として得られるスペクト

ル推定値は，Yule–Walker法よりも高い周波数分解能が得られるのが特徴である．しかしながら，周波数の

ピークが強調されすぎ，ピークが 2つに分かれる現象 (line splitting)が起こることもある．さらに，Burg

法では，常に安定な ARモデルが得られる反面，非確率信号に対しては，バイアス誤差を含む等の問題点

もある．
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