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Abstract 

This paper describes the design of Canonic Signed-Digit (CSD) expression Hilbert Transformer (HT). The feature is 
algorithm of the direct-form FIR filter applied to HT, resulting in reduction of the number of the used adders. The number 
of the adders and delays in the proposed HT is compared with that in the conventional Hawley’s HT. When the quantized 
coefficients are given by an 8-digit CSD code with 2 nonzero digits, the numbers of the required adders and delays are 
found to be reduced by 87.7%, and 83.9% respectively. 
 
キーワード：ヒルベルト変換器, 正準冗長ディジット, FIR ディジタルフィルタ，定係数 
(Hilbert Transformer, Canonic Signed-Digit, FIR digital filter, fixed coefficient) 
 
1. はじめにはじめにはじめにはじめに    
    

SSB (Single Side Band) 通信方式は，データ通信，無線通
信，移動体通信などの分野で広く用いられている。信号発
生方式の一つである位相シフト法は，ベースバンド信号を
広帯域に渡り，90度移相を行うヒルベルト変換器 (Hilbert 
Transformer, HT) が用いられる。HTはアナログ／ディジタ
ルフィルタのいずれでも構成できる[1][2]。しかし，近年の
信号のディジタル化に伴い，HT はディジタルフィルタに
よるものが主流となっている。この場合，IIR フィルタ[3]，
FIRフィルタ[4]のいずれでも実現できる。IIRフィルタは低
次で実現できるが，位相特性を近似問題で解くため，位相
誤差が生じやすい。一方，FIR フィルタは直線位相特性を
示すため位相誤差が生じないが，乗算器や加算器を多用す
るため，次数が高次となると回路規模が大きくなる問題点
がある。 
ところで，乗算は加算器の組み合わせにより演算できる。
これにより，定係数の FIRフィルタ演算は加算のみで行え
る。さらにフィルタ係数を正準冗長ディジット (Canonic 
Signed-Digit, CSD) 化することにより，加算器のみで構成で
きるだけでなく，演算の共有化を行い，使用する加算器を
低減することができる[5][6]。 

Hawleyらは，CSD表現を用い加算器からなるHTをVLSI
化した[2]。しかし，加算器数の制限を行わず，また高速化
のため転置型 FIRフィルタで実現しため，結果として回路
規模が大きくなっている。そこで，本論文では最小数の加
算器で構成可能な直接型 FIR フィルタのアルゴリズム[6]を
ヒルベルト変換器に適用し，加算器数の低減を行う。さら
に，HawleyによるHTと本方法によるHTを比較し，より
少ない加算器数で構成できることを示す。 
 
 

2. ヒルベルト変換器ヒルベルト変換器ヒルベルト変換器ヒルベルト変換器    
    
2.1 ヒルベルト変換ヒルベルト変換ヒルベルト変換ヒルベルト変換    
    
    ヒルベルト変換は，ある任意信号 f (t)の各周波数成分を 
-π/2 だけ位相推移する変換である。図 1 にヒルベルト変
換の振幅特性と位相特性を示す。 
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図 1 ヒルベルト変換の振幅・位相特性 
Fig.1.  Amplitude and phase response of HT. 

 
ヒルベルト変換の伝達関数は， 
 

( ) ( )fjfH hil sgn−=   (1) 

 
で表される。ここで，sgn( f ) は符号関数である。ゆえに，
時間領域でのヒルベルト変換は以下のように定義される。 
 

( ) ( ) ( ) τ
τππ

d
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=∗= 11ˆ  (2) 

 
ここで，f (t)は f (t)のヒルベルト変換，* は畳み込み積分で
ある。 
 



ECTECTECTECT----01010101----43434343    

 2 / 6 

2.2 FIRディジタルフィルタを用いるディジタルフィルタを用いるディジタルフィルタを用いるディジタルフィルタを用いる HT 
 
 図 1の位相特性を実現するには，図 2に示される FIRデ
ィジタルフィルタと遅延補正からなる HTを構成するとよ
い[7]。 
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図 2 FIRフィルタによる HT 

Fig.2.  HT using FIR digital filter. 

 
図 2において，FIRフィルタの出力 y2[nT]は遅延補正され
た出力 y1[nT]に対して-π/2 だけ位相推移する信号が得ら
れる。また，y1[nT]を信号の実部とすると，y2[nT]は信号の
虚部と考えることができる。 
 図 2では遅延補正を FIRフィルタとは別に行うようにな
っている。しかし，FIRフィルタの次数を Nとすれば，フ
ィルタの N/2段目の信号が遅延補正したものに相当する。
したがって，独立した遅延補正は必要なく，遅延補正は直
接型 FIRフィルタの遅延子と共有化することができる (図
3)。 
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図 3 遅延補正を共有化したヒルベルト変換器 

Fig.3. HT which shared delay correction. 
 
本論文における HTは，この実部と虚部の遅延子を共有化
した直接型 FIRフィルタを用いて構成されている。 
 
3. CSD表現表現表現表現    
 
 ディジット集合{0,1}からなる 2進表現の代わりに，ディ
ジット集合{1,0,1}を用いた数の表示を冗長 2 進表現 
(Signed Digit表現，SD表現) という。ただし，1＝-1であ
る。最小の重みを持つ冗長 2進表現の中で非零ビットが連
続して現れないものを CSD 表現という。CSD 表現を用い
た時のフィルタの係数は一般に式(3)で表すことができる。 

∑
=

−=
L

k

p
k

ksh
1

2    (3) 

 

ここで， Sk∈{1,0,1}，pk∈{0,1,…,m}，m+1は全ビット数，
Lは非零ビット数である。 
 このCSD表現は非零ビットが通常の2進表現の場合より
も少なくなる。それにより，乗算はビットシフトと加算／
減算に置き換えることができるため，演算量を少なくする
ことができる。さらに非零ビットを制限すると演算量減少
の効果が大きくなる。ただし，非零ビットを制限すると表
現できる数が制限されるため，フィルタ特性が実数係数や
通常の整数係数の場合より悪くなる。 
 
4. 鈴木のアルゴリズム鈴木のアルゴリズム鈴木のアルゴリズム鈴木のアルゴリズム[6]    
    
鈴木らは，CSD表現を用い，直接型 FIRフィルタの係数

を図 4に示す係数を表として表した。また，係数および加
算器からの出力和を式(4)，(5)で表した。以下，この式を式
ラベルと呼ぶ。 
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ここで，E(ai )は加算器の出力，C(ai )=CSD( hi )は CSD表記
された係数，Nはフィルタのタップ数である。 
次に，互いの係数ディジットパターンの相関を調べ，互
いの係数パターンに相関があるとき，一方のディジットパ
ターンを水平方向にのみシフトする。一方のディジットパ
ターンが他方と重なるとき，共通のディジットパターンと
見なす。最後にその共通ディジットパターンを利用し，演
算の共有化を行い使用する加算器の低減を行う。この手順
を図 5のフローチャートに示す。 
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図 4 係数表と集合の例 (N=7) 
Fig.4.  Table of coefficient and ensemble (N=7). 
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図 5 アルゴリズムのフローチャート 
Fig.5.  Flow chart of Algorithm. 
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5. HTへのアルゴリズムの適用へのアルゴリズムの適用へのアルゴリズムの適用へのアルゴリズムの適用    
 

HT フィルタを設計する場合，次に挙げる設計規則を満
たした場合，HTの加算器数が最小となる。 
 

[設計規則] 
(1)正規化周波数 0.25中心に対称で設計する。 
(2)タップ数は奇数次で構成する。 

 
設計規則(1)により，係数値は一つおきに 0 の値をとる。

よって，式ラベル E(ai )において iが偶数ときのみ加算を行
えばため，係数値が 0の時は加算器が省略できる。 
設計規則(2)を満たさない場合，つまり偶数次の場合でも

HT を構成することはできる。しかし，奇数次の場合は中
心タップの係数 C(ak )=CSD(ak )が 0となるために，加算器
が減少する。また，係数値に0が交互に表れるため，遅延
子をある規則パターンに従い配置することができる。 
このときの式ラベルは以下のように変形される。 
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ここで，Nはフィルタのタップ数，mは整数，また 2m<k-1
である。 

HTのタップは奇対称であるため，式(6)の式ラベル E(ai )
の第 2項は負の値をとる。このとき，図 4の係数表は図 6
のように変形される。係数の相関の取り方は，文献[6]で提
示されたアルゴリズムと同様の手順で行うことができる。 
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図 6 ヒルベルト変換フィルタの係数表と集合の例 (N=7) 
Fig.6.  Table of the HT coefficient and ensemble (N=7). 

 
6. シミュレーション結果シミュレーション結果シミュレーション結果シミュレーション結果    
    
Example.1: 設計パラメータを表1とした場合の振幅－周波
数特性を図 7に，シグナルフローを図 8に示す。 

 
表 1 設計パラメータ (15-tap) 

Table.1. Design parameter for 15-tap HT. 
タップ数 15  係数語長 8bit   非零ビット 2bit 
フィルタ係数 

72)1,0,12,0,7,0,64,0,64,0,7,0,12,0,1( −×−−−−=H  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 7 振幅－周波数特性(N=15の場合) 
Fig.7.  Amplitude V.S. Frequency for 15-tap HT Filter. 
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図 8 フローチャート(N=15の場合) 

Fig.8.  Signal Flow for 15-tap HT Filter. 

 
シミュレーションより，遮断周波数ωc1，ωc２は 0.15，
および 0.35となり，この帯域においてHTとして実用可能
である。 
 
Example.2: 設計パラメータを表2とした場合の振幅－周波
数特性を図 9に，シグナルフローを図 10に示す。 
 

表 2 設計パラメータ (31-tap) 
Table.2. Design parameter for 31-tap HT. 

タップ数 15  係数語長 8bit   非零ビット 2bit 
フィルタ係数 

72)4,0,3,0,2,0,1,0,3,0,9,0,20,0,80
,80,0,20,0,9,0,3,0,1,0,2,0,3,0,4(

−×−−−−
−−−−=H  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 9 振幅－周波数特性(N=31の場合) 
Fig.9.  Amplitude V.S. Frequency for 31-tap HT Filter. 
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シミュレーションより，タップ数が N=15から N=31に

変化した場合，加算器および遅延子の増加はともに16個お
よび 15個となる。この例における遮断周波数はωc1=0.05， 
ωc2 =0.45である。 
 
7. Hawleyのののの HTとの比較との比較との比較との比較    
    

Hawley[2] らは， CSD表現を用い加算器と遅延子からな
るブロックを係数タップの数だけ従属接続し，図 11に示さ
れる HTを構成した。この手法は，係数ディジットパター
ンの共有化を行っていないため，加算器数を制限すること
ができない。 

Example.2の設計パラメータで設計した場合，Hawleyに
よる方法と本提案法における加算器数と遅延子数の相対比
較を表 3に示す。 
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Reverse 
Data path 

Hard-wired Shifts 

 
図 11 Hawley法によるHTの構成 (1タップ分) 

Fig.11.  Structure of Hawley’s HT filter tap. 
 

表 3 加算器数と遅延子数の評価 
Table.3. Comparison for adders and delays 

 A. Hawley B. proposed [%]100
A
B1 ×





 −  

ADDER 187 23 87.7 
DELAY 186 30 83.9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表３より，本提案法により加算器数は 87.7%，遅延子数は
83.9%削減できる。 
 
8. まとめまとめまとめまとめ    
 

CSD 表現を用い，最小の加算器数で構成可能な直接型
FIR フィルタから成るヒルベルト変換器を設計した。
Hawleyのヒルベルト変換器と比較検討した結果，加算器数
が 87.7%，遅延子数が 83.9%削減することができた。この
ことより，本提案法によるヒルベルト変換器の設計は，回
路規模を考慮した場合，非常に有効な手段となる。 
今回は非零ビットを 2bit，係数語長を 8bitに制限し設計
を行った。しかし，非零ビットと係数語長の最適関係など
は検証していない。それゆえ，他のビットの組み合わせ条
件により，加算器数が低減できる可能性がある。さらに，
実部と虚部の遅延子を共有したためにリタイミングが行え
ず，その結果クリティカルパスが長くなり，速度要求を満
たさなくなる場合がある。 
今後は，これらの問題点を検証し，FPGA および VLSI

による回路設計・評価行うものとする。 
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図 10 フローチャート(N=31の場合) 
Fig.10.  Signal Flow for 31-tap HT Filter. 
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