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相似と三平方の定理をともに活用する教材の研究

浅井寛隆1，愛木豊彦 1，小川達也2

児童・生徒が「数学のよさ，楽しさ」を実感するためには，どのように数学を使うこと
ができるのかを理解することが重要だと考える。そこで，児童・生徒でも興味・関心を
持って取り組めるであろうと思われるサッカーを題材にし,サッカーの中でどのように数
学を使うことができるのかを考えた。そして，図形に関わる定理，作図を用いて，「サッ
カーのパス」に関する問題を解決する教材の開発を行った。本論文では，その教材の内
容について報告する。
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1.はじめに
　平成 20年 9月 25日に発行された中学校学
習指導要領解説数学編 [1]には，中学校数学科
の目標の中に「数学的活動を通して」という
文言がある。数学的活動のうち，特に中学校
数学科において重視しているのは以下の 3つ
の活動である。既習の数学を基にして数や図
形の性質を見いだし，発展させる活動，日常
生活や社会で数学を利用する活動，数学的な
表現を用いて根拠を明らかにし筋道立てて説
明し伝え合う活動である。本論文では，中学
校数学科の目標実現を目指し，これら 3つの
活動を含む授業を開発することにした。そこ
では，特に日常生活の中から題材を選ぶこと，
既習の数学を使って問題解決すること，既習
の数学を発展させることを重視した。

2．授業の概要
　 2.1　題材について
　本論文で示す題材はサッカーのパスである。
サッカーのパスについて，次の問題を考える。
「A と Bという２人がいて，A が出したパス
を一定の速度である直線上を走っているBが
受けるものとする。一直線上に進むパスされ
たボールの速度を一定とすると，パスをどの

方向に出せば，Bが止まらずにこのパスを受
けることができるのかを考える。この時，次
の性質が成り立つ。
性質 1
ボールの速度とBの走る速度がともに一定

であるとする。パスを出す角度を変化させた
とき，Bが止まらずにパスを受ける位置の軌
跡は，ある円周上か直線上になる。

(証明)まず，AとBが座標平面にいるもの
とする。そして，ボールの速度とBの走る速
度をそれぞれ kと 1とし，Aの位置，Bの走
り始める位置をそれぞれO1(0, 0)，O2(a, b)

(b ̸= 0)とする。

Bが止まらずにパスを受けるまでの時間を
t，パスを受ける地点の座標を P(X, Y )とす
ると，

PO1 = kt, PO2 = t,

PO1 : PO2 = k : 1
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となる。また，

PO1 =
√

X2 + Y 2,

PO2 =
√

(X − a)2 + (Y − b)2

より，

X2 + Y 2 = k2{(X − a)2 + (Y − b)2} (6)

(i) k = 1のとき，(1)より

Y = −a

b
X +

a2 + b2

2b

となるので，Pは直線上にある。
(ii)k ̸= 1のとき，(1)より(

X − ak2

k2 − 1

)2

+

(
Y − bk2

k2 − 1

)
=

k2(a2 + b2)

(k2 − 1)2

となるので，Pは円周上にあることがわ
かる。

(証明終)
本授業を実践するのは中学校3年生のため，
軌跡を方程式を用いて扱うことはできない。
そこで，中学校 3年生でも考察できるように
問題を簡単にすることにした。そのため，B
はAとBが最初にいた位置を結んだ直線に垂
直な方向にのみ走ることにした。そのときに，
Aはどの方向にパスをしたらよいかというこ
とを考える。

A のパスの速度を 10m/s，Bの走る速度を
5m/sとし，Aの位置を P，Bの走り出す位置
をQ，ボールを受ける位置をRとする。この
ときの∠ QPRの大きさを求める。まず，3点
P，Q，Rに対し，三角形 PQRは図のような
直角三角形になる。

そして，Bが走り出してからk秒後にボール
を受けることにすると，PR= 10k，QR = 5k

より，三平方の定理を使って，PQ= 5
√

3kと
なる。三角形 PQRは辺の比が 1:2:

√
3の直角

三角形なので，∠QPR= 30度となる。
次に，A のパスの速度を 15m/sとする。B

が走り出してから k秒後にボールを受けると
すると，PR = 15k，QR = 5k となるので，
sin ∠QPR = 0.33 · · · となる。三角比の表よ
り，∠ QPR= 19～20度となる。今回は中学
生が対象なので，三角比の表は使えない。そ
こで，今回は定規，コンパスを使って図をか
き，その図で角の大きさを分度器で測定する
こととした。通常は作図では定規で長さを測
ることはできないと約束するが，今回はそれ
もできることとした。
三角形PQRと相似な三角形の作図方法とし

ては，次の (I)(II) の二つがある。

(I) (i) 等しい辺の長さが 1である直角二
等辺三角形をかき，長さが

√
2の

線分を作る。

(ii) (i)の線分を 2倍して得られる長さ
が 2

√
2の線分を利用して，直線 l

上に長さ 2
√

2の線分P’Q’をとる。

(iii) Q’ を通り，lに垂直な直線mをひ
く。

(iv) m上にQ’R’=1となる点R’をとる。

(v) 2点 P’，R’を結ぶ。

方法 (I)

(II) (i) 直線 l 上に長さ 1の線分 Q’R’ を
とる。
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(ii) Q’を通り，lに垂直な直線mをひ
く。

(iii) R’ から長さ 3をとり，mとの交点
を P’とする。

(iv) 2点 P’，R’を結ぶ。

方法 (II)

方法（I)で作図した三角形P’Q’R’は，既習
の三角形の相似条件（二組の辺の比が等しく，
はさむ角が等しい）より三角形PQR∽三角形
P’Q’R’がいえる。方法（II)では，既習のの相
似条件が使えない。そこで，次の性質が成り
立つことを示す必要がある。
性質 2
斜辺の比と他の一辺の比が等しい直角三角
形は相似である。

(証明)三角形ABCと三角形A’B’C’ におい
て，AC = b, A’C’ = bk, BC = a, B’C’ = akと
おくと，三平方の定理より，

AB2 + a2 = b2,

AB =
√

b2 − a2,

A’B’ 2 + (ak)2 = (bk)2,

A’B’ = k
√

b2 − a2,

よって，AB:A’B’=BC:B’C’=1: kである。従っ
て，二組の辺の比が等しく，そのはさむ角が

等しい（またはすべての辺の比が等しい）の
で，三角形 ABC∽三角形 A’B’C’ となる。

(証明終)

方法 (II)で作図した場合も三角形PQR∽三
角形 P’Q’R’ となり，∠ QPRの大きさを測定
できる。
次に，この作図の方法を用いると有理数し

か測ることのできない定規を用いて，有理数
kに対して

√
kの作図が簡単にできることを

示す。つまり，k ∈ Qに対し，a2 + k = b2と
なる a,b∈ Qの存在が示されれば，方法 (II)で
斜辺の長さが a，他の一辺の長さが bの直角
三角形が作図できるので，

√
kの作図ができ

る。このことを次の性質 3として証明する。

性質 3
k > 0（k ∈ Q）について，a2 + k = b2とな

る a,b (a > 0,b ≥ 0)（a,b ∈ Q）が存在する。
(証明）b2 = a2 + kとすると,

k = b2 − a2,

k = (b + a)(b − a).

　これを満たす有理数の組 (a, b)(a > 0,b ≥ 0)
の存在を示せばよい。

(i) k = 1のとき

(b + a)(b − a) = 1

a = 1,b = 0とすればよい。

(ii) k ̸= 1のとき

k = (b + a)(b − a)
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よって，b + a = k，b − a = 1

または，b + a = 1，b− a = kとすれば
よい。

今，a > 0,b ≥ 0なので，b + a > b − a

より，　

(a) k > 1のとき{
b − a = 1,

b + a = k,

とすると，{
a = k−1

2
,

b = k+1
2

.

このとき k ∈ Qなので，a，b ∈ Q
である。

(b) 0 < k < 1のとき{
b + a = 1,

b − a = k,

とすると，{
a = k+1

2
,

b = k−1
2

.

このとき k ∈ Qなので，a，b ∈ Q
である。　

(証明終)

この節の最後に，二辺の長さと一つの角が
どのようなとき，三角形が一意的に定まるの
かを考える。ただし，一つの角は二辺にはさ
まれていないものとする。
性質 4
三角形 ABCにおいて，∠ BAC = θ とする
と，ABの長さが一意的に定まることの必要
十分条件は，a > bまたは 0 < θ < 90度かつ
a = b sin θである。

(証明）AB = xとすると，
余弦定理より，

a2 = b2 + x2 − 2bx cos θ,

0 = x2 − 2bx cos θ + (b2 − a2)

が成り立つ。ここで，

f(x) = x2 − 2bx cos θ + (b2 − a2)

とすると，f(x) = 0が x > 0の解をただ１つ
もてば，ABの長さが一意的に定まるので，
「f(x) = 0が x > 0の解をただ１つもつこ
と」が，「a > bまたは a = b sin θ (0 < θ <

90度)」に同値であることを示す。
ここで，f(x) = 0の判別式を D，２つの

解をα, βとすると，２次関数のグラフの性質
から，
「f(x) = 0が x > 0の解をただ１つもつ

こと」
⇔ (D = 0，b cos θ > 0)または，(D > 0，

αβ < 0)

が成り立つ。
従って，
(i) 　 (D = 0，b cos θ > 0)⇔ a = b sin θ

(0 < θ < 90度)

と
(ii) 　 (D > 0，αβ < 0)⇔ a > b

を示せばよい。

(i) {
D = 0, (7)

b cos θ > 0, (8)
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とすると，(2)より，

D/4 = (b cos θ)2 − (b2 − a2)

= b2(cos θ2 − 1) + a2

= a2 − b2 sin θ2

= (a + b sin θ)(a − b sin θ),

なので，(a + b sin θ)(a − b sin θ) = 0,

a + b sin θ > 0より，a − b sin θ = 0.

a = b sin θ.

(3)より，

b cos θ > 0,

b > 0より，cos θ > 0,

0 < θ <
π

2
.

(2),(3)より，{
a = b sin θ

0 < θ < π
2

逆も明らかに成り立つ。

(ii) {
D > 0, (9)

αβ < 0, (10)

とすると，(4)より，

D/4 = (b cos θ)2 − (b2 − a2)

= (a + b sin θ)(a − b sin θ),

(a + b sin θ)(a − b sin θ) > 0となる。

a + b sin θ > 0より，a − b sin θ > 0な
ので，

a > b sin θ.

(5)より，

(b2 − a2) < 0,

(b + a)(b − a) < 0,

b + a > 0より，b − a < 0なので，

b < a.

(4),(5)より，{
a > b sin θ,

b < a,

0 ≤ sin θ ≤ 1より，

a > b ≥ b sin θなので，

a > b.

逆も明らかに成り立つ。

(証明終)
2.2　授業のねらい

　この授業で扱うのは，「岬さんのパスのス
ピードは毎秒 15mです。翼さんはゴールに向
かって毎秒 5mで一直線に走ります。二人は
横一直線上にいて，岬さんは翼さんが動き出
すと同時にパスを出すとき，岬さんはどの方
向にパスを出すとよいだろうか。」という問
題である。この問題に対し，三角形の相似や
三平方の定理，作図を用いて「約20度で出す
とよい」ということを導く。
そして，授業のねらいを次のように設定

した。

(1) ぴったりと合うパスの場面を図形とし
て表すことができる。

(2) 問題を解決する過程を通して，三平方の
定理，三角形の相似，作図の有用性を感
じることができる。

(3) 三角形の相似と三平方の定理との関連
性を知る。
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2.3　授業の流れ
この授業は 2時間構成である。
第 1時間目について
(1)問題提示
まず，本時はサッカーのパスについて考え
ることを伝える。その後，問題場面を説明す
るために動画を見せる。さらに，図を用いて
「ぴったりと合うパス」の意味を説明する。「岬
さんのパスのスピードは毎秒 15mです。翼さ
んはゴールに向かって毎秒 5mで一直線に走
ります。二人は横一直線上にいて，岬さんは
翼さんが動き出すと同時にパスを出すとき，
岬さんはどの方向にパスを出すとよいだろう
か。」という問題を提示する。

(2)課題設定
生徒は，岬さんのパスの角度が大きいと翼
さんはボールに届かず，角度が小さいと翼さ
んがボールを受ける前にボールをとられてし
まうので，よいパスとは翼さんとボールがぴっ
たり合うようなパスだということを知る。翼
さんがボールを受けるのを k秒後とし，BC，
CAが文字を使ってどのように表せるのかを
考え，三角形 ABCが直角三角形であること
を確認する。どの方向にというのは，∠BAC
を求めることとし，「相似な三角形をかいて，
∠BACの大きさを求めよう。」という課題を
設定する。

(3)個人追究
学習プリントに自分の考えを記入させる。
机間指導では，三平方の定理を使って，

√
2が

出てきて悩んでいる生徒に対しては，ヒント
カードを与える。方法 (I)を使って相似な三角
形をかいた生徒に対しては，「パスのスピード
が変わっても，同様の方法でかけるか。」を
問い，方法 (II) でもかけるようにする。方法
(II) でかいた生徒にも「パスのスピードが変
わっても，同様の方法でかけるか。」を問い，
パスのスピードが変わってもかけることを確
認する。

(4)意見交流・まとめ

方法 (I)でかいた子を先に指名する。次に，
方法 (II) を使ってかいた子を指名する。方法
(I)(II) どちらも角度を測ると約 20度になるの
で，どちらの方法でかいた三角形も，問題の
三角形と相似でありそうだということを確認
する。相似な三角形をかくときに使った辺や
角を全体で確認する。このとき，方法 (I)では
二組の辺の比が等しく，そのはさむ角が等し
いので問題の三角形と相似になることを確認
する。また，方法 (II) では斜辺と他の一辺の
比が等しい直角三角形であるが，これは三角
形の相似条件にあてはまらない。この方法で
かいた三角形が相似であることを次の時間に
証明する。
第 2時間目について
(1)問題提示
前回の作図方法を確認する。前回かいた三

角形が相似であることを示すために，次の２
つの三角形が相似であることを証明する。

(2)課題設定
「三角形ABCと三角形PQRが相似である
ことを証明しよう。」という課題を設定する。

(3)個人追究
三平方の定理を使って，ABとPQを求めた

後，既習の三角形の相似条件を用いて，２つ
の三角形が相似であることを証明する。早く
できた子に対しては，発展問題として，一般
的な場合でも斜辺の比と他の一辺の比が等し
い直角三角形が相似であることを証明する。

(4)意見交流・まとめ
生徒が証明で用いた定理や条件を示しなが

ら説明する。そして，斜辺と他の一辺の比が
等しい直角三角形が相似であることを確認す
る。最後に，相似な三角形を使うことで実際
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には測りづらい角度や長さを求めることがで
きることを伝え，2時間のまとめとする。

　 3　実践結果
　講座名：「パスの達人」
　場所：岐阜大学教育学部附属中学校
　１時間目　実施日：平成23年2月28日（月）
　　　　　　　　　第 3校時
　　　　　対象：中学 3年生
　２時間目　実施日：平成23年3月1日（火）
　　　　　　　　　第 3校時
　　　　　対象：中学 3年生

　 3.1　活動の様子
1時間目
(1)問題提示～課題設定
動画を用いてぴったりと合うパスについて
説明したことにより，生徒は問題場面を理解
することができた。また，問題場面から直角
三角形を見出し，k秒後の距離を全体で確認
した。「相似な三角形を使えばいいのはなぜ
か。」という問いに対して，「相似な三角形は
対応する角の大きさが等しいから。」という意
見があり，「相似な三角形をかいて，∠BACの
大きさを求めよう。」という課題を提示した。

(2)個人追究
生徒は，コンパス，分度器，定規を用いて，
相似な三角形を作図することができていた。
ほとんどの生徒は方法 (II) の考え方で作図を
していた（写真 1）。

写真 1

この方法で作図した生徒に「パスのスピー

ドが変わっても相似な三角形を作図できる
か。」を問うと，「できる。」と答える生徒がほ
とんどであった。すでに自分が作図した三角
形が問題の三角形と相似であるかということ
についてまで考えている生徒もいた。
また，方法 (I) の考え方を用いて作図して

いる生徒もいた（写真 2）。その中には，方法
(II) も思いついたが，その場合，相似かどう
かはっきりしないので方法 (I)を選んだという
生徒もいた。

写真 2

この方法で作図した生徒の中には，三角形
の相似条件を意識して作図している生徒も
いた。

(3)全体交流・まとめ
方法 (I)で作図した生徒と方法 (II)で作図し

た生徒をそれぞれ指名し，黒板を使い，発表
してもらった。その後，「三角形の相似条件に
当てはまるかどうか。」を問い，方法 (I)で作
図した三角形は三角形の相似条件に当てはま
るが，方法 (II) で作図した三角形は三角形の
相似条件に当てはまらないことを確認した。
しかし，どちらも角度を測ると約 20度にな
ることから，相似であると伝え，次の時間に
このことを証明することにした。

2時間目
(1)問題提示～課題設定
前時の学習を振り返り，「三角形 ABCと三

角形 PQRが相似であることを証明しよう。」
という課題を設定する。

(2)個人追究
使った定理や相似条件を明らかにして，証
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明をすることができていた。ほとんどの生徒
が一般化まで考えることができていた。

(3)全体交流・まとめ
生徒に証明を発表してもらった。斜辺の比
と他の一辺が等しい直角三角形は相似である
ことを確認し，方法 (II) の考え方でかいた三
角形が相似であることも確認した。相似な三
角形を利用することで，実際には測りづらい
角度や長さを知ることができるということを
２時間を通してのまとめとした。

4．考察
　授業後にアンケートを実施した。その回答
の一部を紹介する。

1. ぴったりと合うパスの意味が理解できた

• はい　 38名

• いいえ　 1名

2. 三角形の相似を使って，角度が求められ
ることがわかった。

• はい　 38名

• いいえ　 1名

3. 次の 2つの直角三角形は相似であると
いえますか。

• 相似である　 38名

• 相似でない　 1名

理由 (相似である)

• 辺の比がすべて等しいから
• 二組の辺の比が等しく，そのはさ
む角が等しいから

• 直角三角形だから三平方の定理が
使えて，残りの辺の長さを求めれ
ばよい

• 授業と同じことをすればわかるか
ら

• 授業内容と数値が違うだけだから

理由 (相似でない)

• 比が合わないから

4. 感想を自由に書いてください。

• このことを使えば，カットされず
にパスが出せる。

• 三平方の定理の学習が深まった。
• 今までの学習をもとに考えること
ができた。

• 直角三角形が特別な三角形だとわ
かった。

• 実際の距離を測らなくても，相似
な三角形を利用することで角度や
距離を求められることがわかった

• いろいろな図形の性質を考えてい
きたい。

• これからの学習に生かしていきた
い。

• 他にどんなことに利用できるかを
知りたい。

　本授業のねらい (1)(2)(3)の達成度について
考察する。

(1)について
　黒板での説明や動画による説明により，直
角三角形を出した時に「なぜ」という表情を
浮かべた生徒は見られなかった。また，アン
ケートより，ぴったりと合うパスについて理
解できていることから，問題場面を図形とし
て捉えることができていたと考える。

(2)について
　ほとんどの生徒が相似な三角形をかいて，
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角度を測定し，パスを何度で出したらよいか
を求めることができていた。「パスのスピード
が変わっても求められるか。」と聞いたとき
に，「この長さを変えてかけばいい。」と答え
る生徒がいた。また，三平方の定理や三角形
の相似条件を用いて，証明することができて
いた。アンケートの感想には，相似な三角形
や三平方の定理を使えば，実際に測らなくて
も距離や角度が求められるという感想があっ
た。このことから，三角形の相似や三平方の
定理，作図の有用性を感じることができたと
考えられる。

(3)について
　ほとんどの生徒が斜辺と他の一辺の比が等
しい直角三角形は，三平方の定理を利用し残
りの一辺を求めることで，相似だといえると
いうことが理解できていた。これはアンケー
トからも相似であると答えた生徒がほとんど
であり，理由として「三平方の定理」「三角形
の相似条件」という用語が多く見られたこと
からもそのことがいえる。そのため，生徒は
三角形の相似と三平方の定理との関連性を少
しは実感することができたのではないかと考
える。

5．今後の課題
　１つ目は，題材についてである。今回はサッ
カーのパスを題材としたが，角度が求められ

たとしても実際のサッカーの場面で使うこと
はほとんどない。また，今回の問題では扱い
やすいような数値を使用したため，実際の場
面とは違うのではないかと感じた生徒がいた
のではないかと考える。そのため，この内容
が他にどんな場面で使うことができるのかを
考えるとともに，この内容を扱うのにより適
した題材を考えていきたい。

2つ目は，条件を変えた時にどのようになる
のかを考えていくことである。今回は人が二
人を結んだ直線に対して垂直に走るとし，直
角三角形を取り扱うこととしたが，人が斜め
に走ったときや，人はどの方向にも走るとし
たときなども考えていくことができるはずで
ある。そして，その中でどの学習内容と関わ
りがあるのかを考え，どのような生徒を対象
として扱うことができるのかまで考えていき
たい。

今回の教材開発をもとに，今後も算数・数
学は楽しいと思える児童・生徒が増えるよう
な教材を考えていきたい。
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