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ICT を活用した正多面体に係る教材開発とその実践

加藤純一1，石渡哲哉2

　本論文は，正多面体を素材とした高校生対象の授業実践に関する報告を行うものであ
る。実践内容は，パソコンや塩，粘土といった道具を用いた正多面体の切断面の分類で
ある。ここでは，授業実践における生徒の様子を中心に ICT3活用例や教材内容，実践結
果について述べる。
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1.はじめに
　高度情報通信ネットワーク社会が進展して
いく中で，子どもたちがコンピュータやイン
ターネットを活用し，情報社会に主体的に対
応できる「情報活用能力」を育成することは
非常に重要なことであると言われている。
こうした情報活用能力の一層の充実を図る
ために，新学習指導要領では各教科等の指導
における教員による ICT活用及び児童生徒に
よる ICT活用のいずれについても充実が求め
られており，効果的・効率的な教育を行うこ
とにより確かな学力を確立するとともに、教
育の情報化が重要であると提言している。
特に，文部科学省の新「情報教育に関する
手引き」では子どもたちの情報活用能力を育
成する学習活動について，次の学習活動が位
置付けられている。
図形の性質をコンピュータ等を使って見出
す学習活動（例えばシミュレーション機能の
活用）
我々はこの学習活動に着目し「学習内容を
より分かりやすくする」「児童の興味や関心
を高める」「使いやすい」コンテンツを作成し
たいと考えた。特に 3次元空間を扱うシミュ
レーション教材の数が少ないことから，その

分野を焦点とした開発を行い教育実践を行う
こととした。
　本論文は，2008年 12月 13日，14日に岐阜
県図書館で開講された高校数学セミナーの 2
日間の実践をまとめたものである。高校生の
編成は，1年生 12名，2年生 9名の全 21名で
あった。

2.教材設定の理由
　学習指導要領の変遷に伴い，「立体の切断」
及び「投影図」の指導が削除され，児童・生徒
の空間概念の把握能力が低下してきているよ
うに思われる。そのため今回の実践では，空
間図形の観察，操作や実験を通して空間図形
に対する直観的な見方や考え方を深めさたい
と考えた。具体的には，念頭操作で立体図形
を動かしたり切断したりできる力を身につけ
ることを目標としている。

3.教材開発
　直観的な見方や考え方を深めるためには，
黒板に描かれた図による説明を受けるだけで
なく，教具を手で操作して，数学的な関係や
性質を導く体験をする必要がある。そのよう
な具体的操作を通して，学習内容はイメージ
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化され，具体操作によらない抽象性の高い学
習へと発展していく。しかし，準備や児童・生
徒への説明に時間がかかることなどからこの
ような教育方法はあまり行われていないよう
である。また，空間図形の教育において模型
を使った切断なども，自由な試行が困難なた
めほとんど行われていないのが現状である。
　そこでコンピュータの利用を考えたい。コ
ンピュータグラフィックスならば，具体操作
のシミュレーションを用いて，生徒の試行錯
誤による試行を補助する役割を持たせること
が可能である。さらに，様々な図形に対して
何度でもシミュレーションを行えるという特
徴がある。
以上のことから，我々は図1のようなシミュ
レーションツールを開発した。

図 1.シミュレーションツールと操作の様子

本ツールはすべての正多面体を扱うことが
でき，立体図形及び切断面の平行移動，回転
移動，ワイヤーフレーム4による表示及びアニ
メーションによる表示等多彩な機能を備える
とともに，それらすべての機能がマウスのみ
で簡易かつ直感的に操作できるよう設計して
いる。本ツール作成に係るアルゴリズム及び
その実装方法については本稿においては省略
する (加藤 [1]参照)。

4.実践における教材の扱い
　授業のねらいは，正多面体の切断面につい
て分類する活動を通して，空間図形に対する
直観的な見方や考え方を深めることである。
授業では，木製の正多面体，アクリル板の
正多面体，塩，切断くん5，展開図が作れるポ

リプロピレンの色板，粘土及び切断用のテグ
ス等を用意した。これらの教材を用いること
で感覚的・視覚的に正多面体の性質を捉える
ことができる。
例えば，色板を型として粘土を詰めてでき

た正多面体を切断する作業を通して，念頭操
作だけで切断面を把握できるようになる効果
を期待している。アクリルの正多面体は，塩
の出し入れや回転操作により切断面の変化の
様子を観察できるよう工夫した (図 2参照)。

図 2.アクリル板の正多面体と実際の操作の様子

切断くんについては，塩の操作では見えに
くい連続的な変化をアニメーションにより可
視化したり，微妙な調整を平易に行うことを
可能としており，より自由な試行を行うこと
ができる。

5.実践の概要と生徒の様子
5.1多面体の導入
2日間を通して扱ったのは次の問題である。
正多面体の切断面は何種類あるか分類せよ。

導入として，切断面という用語を定義6し，
立方体をいくつか切断して見せた後，立方体
の各面に穴をあけた立体図形 (図 3左参照)の
切断面を考えさせた。

図 3.穴あき立方体とその切断面

立方体に対して 3カ所の頂点を通る，切断
面に正六角形ができるという条件に合うよう
に切断することで，それぞれ図 3中・右のよ
うな切断面が現れる。

43次元オブジェクトを線で表現する手法のこと
5本研究で開発した 3次元動的幾何ツールの名称。図 1参照。
6切断面の定義：立体図形を平面で切断した時に現れる図形を切断面と呼ぶ。
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切断によりまったく予期せぬ形が現れるこ
とを知り，多くの生徒が立体図形の切断に興
味を持ってくれたようである。このような切
断面をもっと動的に可視化できるように，次
のような教材も用意した (図 4参照)。

図 4.アクリル製の穴あき立方体

これは塩の量や角度を調節することで切断
面を可視化できるようにしたものである7。
さて，ここで多面体を次のように定義した。
　複数 (4以上)の平面に囲まれた立体図形
を多面体と呼ぶ。
次に，正多面体の定義を予想させると，多
くの生徒が同一の正多角形で構成されている
多面体であると回答した。しかしこの定義で
は図 5のような本来は正多面体とは呼ばない
立体図形も正多面体の定義を満たすこととな
り，例外が発生してしまう。

図 5.正多面体ではない例

そこで，次のように正多面体を定義した。
　すべての面が同一の正多角形で構成され
ており，かつ全ての頂点において接する面
の数が等しい多面体を正多面体と呼ぶ。
ここで，木製の多面体セット (図 6参照)を
与え，実際に触らせながら目の前の多面体が
正多面体の定義を満たしていることを確認さ
せた。

図 6.木製の多面体セットと観察の様子

以上をふまえ次のような質問をした。
「これら 5つの立体図形が正多面体である
ことは認めましょう。では他に正多面体は存
在するでしょうか。」
この問いに対して，「5つしかない。」，「無限

種類存在する。」という意見が多く出された。
それを受けて次の課題を与えた。
正多面体が何種類存在するか考えよう。
この課題に取り組むにあたり，まずは既知

の正多面体の性質を調べるために，ワーク
シート8を配布し，木製の正多面体を見なが
ら表を埋めさせた。
多くの生徒が正12，20面体の辺の数や頂点

の数を数えるのに苦労してながらも，友達と
一緒に工夫して数える姿が多く見られた。

5.2多面体の種類と証明
正多面体が 5種類しかないことの証明とし

ては，次の 2つが良く知られている。

• 角度を用いる方法
• オイラーの多面体公式を用いる方法

今回のセミナーでは，多面体に対する性質
について理解を深め，その性質が成り立つ理
由を論理的に考察させるために両方の証明を
扱うこととした。
以下に高校生向けに行った証明を示す。

＜証明＞（角度）
正多面体は次の性質を満たす (図 7参照)。
・１つの頂点に集まる面の個数は 3つ以上。
・一つの頂点に集まる面の内角の和は 360◦

未満。

図 7.正多面体の性質

正 n(> 3)角形の一つの内角の大きさは
7作成するには塩ビ板かアクリルを用いるのが良い。
8参考資料参照。
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(n − 2) × 180◦

n
(1)

であり，これを r(> 3)枚集めて 360°未満で
あるから

r · (n − 2) × 180◦

n
< 360◦ (2)

となる。よって

r(n − 2) < 2n (3)

rn − 2r − 2n < 0 (4)

r(n − 2) − 2n < 0 (5)

r(n − 2) − 2(n − 2) − 4 < 0 (6)

r(n − 2) − 2(n − 2) < 4 (7)

(r − 2)(n − 2) < 4 (8)

と式変形することができる。n ≥ 3, r ≥ 3の
自然数でこの不等式を満たすのは

(n, r) = (3, 3), (4, 3), (3, 4), (5, 3), (3, 5) (9)

であり，これらが正4,6,8,12,20面体に対応し，
これですべてである。

[証明終]

セミナーでは，式 (4)までを我々が説明し
た後，この条件を満たす rと nの値の組を考
えさせた。
この問題は 2変数を持つ不等式であるため
生徒に対する負荷が大きいように思われたが，
班の仲間と協力することでほとんどの生徒が
解答までたどり着くことができた。
＜証明＞（オイラーの多面体公式）
穴のあいていない多面体の頂点の数をV ,辺
の数をE，面の数を F とおけば次の関係 (オ
イラーの多面体公式)が成立する。

V − E + F = 2 (10)

正多面体において，一つの頂点に集まる面
の数と辺の数は等しいので，一つの頂点に集

まる辺の数を先ほどの証明と同じ r として
良い。
このとき rと V の積は，各辺両端の頂点を

2度数えた 2E に一致し，nと F の積は各辺
両側の面を 2度数えた 2Eに一致するので次
の 2つの関係が成り立つ (図 8参照 )。

rV = 2E

nF = 2E

図 8.正多面体の性質

これを式 (10)に代入すると

2E

r
− E +

2E

n
= 1 (11)

1

r
+

1

n
=

1

2
+

1

2E
>

1

2
(12)

(r − 2)(n − 2) < 4 (13)

を得ることができ，式 (8)と一致する。
[証明終]

セミナーでは式 (12)までを我々が説明し，
不等式を満たす rとnの値の組を考えさせた。
角度を用いる方法と同様に真偽判定法で解こ
うとする姿が見えたが，多くの生徒が式変形
を行うことで式 (8)と等しくなることに気づ
き証明することができていた。
なお，オイラーの多面体公式の証明につい

ては逆帰納法で簡単に説明するにとどめるこ
ととした。

5.3多面体の切断と分類
正多面体が 5種類しか存在しないことを示

した後，正多面体の切断面を分類する作業を
させた。
粘土で作った正多面体を実際に切断するこ

とで，何角形の切断面が現れるか考えさせる
ため，次のような方法を提示した。
まず１辺が 4cmの正三角形・正方形・正五

角形のポリプロピレンの色板を使って，展開
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図を作成し，その展開図に粘土を詰める。粘
土を詰める際には，辺と頂点にこだわって作
るのが重要である。
作成した粘土の正多面体はテグスを割り箸
に結びつけた切断具で切断する (図 9参照)。

図 9.粘土による多面体の作成とその切断例

また，面の数が増えると切断面の種類が増
え複雑になるので，視覚的に切断面の予想で
きるよう，次の２つの道具を使用する。
１つはアクリル板で作成した面が透明な正
多面体に塩を入れることで，切断面を可視化
できる道具，もう１つは私が開発した切断く
んを用いる。マウス１つで切断面を移動・回
転させたり，視点を動かしたりすることが可
能である。

図 10.切断面の観察の様子

複数の道具を用意したことで，多くの生徒
が興味関心を持って意欲的に課題に取り組め
たようである。

5.4生徒の考察と感想
　生徒の活動中に出てきた考察には, 例えば
次のようなものがあった。
・一つの頂点に集まる辺の数が切断面の辺
の数の最小値を表している。
・正多面体が持つ面の数よりも多い辺の数
を持つ切断面は存在しない。
班ごとにある程度結果が出たところで，考
察結果をまとめるためポスターセッション用
のポスター作成をさせた。多くの生徒が，多
面体作成・切断に熱中してしまい，ポスター
を作成する時間が足りなかったという意見が

多かったが，班の仲間と協力することで，そ
れぞれ特徴ある作品ができあがった。
ポスターセッションは，班を２つに分け，前

半組みと後半組みで，それぞれ説明する側と
質問する側に分けて行った。はじめはどうし
たらよいかわからなくて戸惑う姿も見えたが，
大学生が例を見せながら行ったことで，後半
には非常に活発な討論が行われた。
中にはポスターセッションで得られた新し

い知識を付け加えてよりよいものを作成しよ
うとする姿も見られた (図 11参照)。

図 11.ポスターセッションの様子

6.考察と展望
　今回の授業では，具体物を使った活動を多
く取り入れたことで，意欲的に課題に取り組
もうとする姿が多く見られた。さらに，ICT
を活用したことで，何度もシミュレーション
で実験し，具体的操作をする姿も多く見られ，
自由な試行を補助する役割を持たせることが
できたと考えている。
今後は，例えば球の切断面が常に円になる

ことを確かめる学習など，自由な試行が困難
と思われるものに対して，試行を補助できる
ツールの開発を進めるとともに，ツールの工
夫・改善を続けていく予定である。
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