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数学と物理学を結ぶ授業の提案と実践
～ベクトルを題材とする実験を取り入れた授業～

久保田滝敏1，愛木豊彦2

数学と物理学は，歴史的に見ても，現時点の科学においても，また高校教育の視点から
も，つながりは強く，一方の理解がもう一方の理解を促すという一面をもっている。と
ころが現行の高校数学では，この関連性に触れる機会があまりないので，生徒達はその
つながりを感じていないようである。そこで本稿では，ベクトルを用いて，三角形の重
心を実験しながら数学と物理学の両面から考察する授業を提案する。授業を構成する際
に，与えられたもので単に実験をするのではなく，自分達で手を動かす場面が多くなる
よう工夫した。
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1.はじめに
　数学と物理学は，歴史的に見ても，現時点
の科学においても，また高校教育の視点から
も，つながりは強く，一方の理解がもう一方
の理解を促すという一面をもっている。とこ
ろが現行の高校数学では，この関連性に触れ
る機会があまりないので，生徒達はそのつな
がりを感じていないようである。現在の高校
数学の教科書で，物理学との関連が述べられ
ているのは，章末のコラム・研究・発展以外
に数学Ｂ [1]のベクトル，数学 II[2] の微分係
数の導入時における平均の速さと瞬間の速さ，
数学 III[3] の速度と加速度における直線上の
点の運動・平面上の点の運動・等速円運動ぐ
らいである（表１）。それ以外の単元でも，章
末問題や例題に物理学の内容を入れるなど工
夫してあるが，問題や例題として 1問だけ突
然でてくるので，生徒にとって物理学とのつ
ながりを感じにくい。
　そこで，本稿では生徒が数学と物理学のつ
ながりを感じられるような授業の提案を行う
こととした。具体的には，ベクトルを用いて，
三角形の重心を実験しながら数学と物理学

の両面から考察する授業を提案する。実験に
ついては，生徒達が手をうごかす場面が多く
なるようにし，手をうごかす楽しさや実験が
成功した時の喜びを味わえるように工夫した。
物理学と関連する内容
（例題・問題）
・鉛直投げ上げ運動（数学 I　 2次関数）
・コバルト 60の崩壊（数学 II 　対数関数）
（コラム）　　　　　　　　　　　　　　
・振動現象　　　　（数学 II 　三角関数）
・重心と重力　　　（数学Ａ　平面図形）
（研究）　　　　　　　　　　　　　　　
・速度と導関数（数学 II 　微分・積分法）
（発展）　　　　　　　　　　　　　　　
・速度とみちのり　　　　　　（数学 III）
・微分方程式　　　　　　　　（数学 III)
（教科書内容）　　　　　　　　　　　　
・ベクトル　　　　　　　　　（数学Ｂ）
・微分法・積分法　　　　　　（数学 II）
　　微分係数（平均の速さと瞬間の速さ）
・微分法の応用　　　　　　　（数学 III）
　　速度と加速度（直線上の点の運動,平面
上の点の運動,等速円運動）
　　　　　　（表１）
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　本稿の構成は，次の通りである。第 2節で
本授業の主題として重心を選んだ理由を述べ
る。そして，つり合いの位置についてモーメ
ントを用いて第 3節で考察する。第 4節では，
実験方法を紹介する。第 5節では，第 2節か
ら第 4節までの内容をもとに，どのように授
業を構成したかを述べる。第 6節では，授業
の内容を詳述し，第 7節と第 8節で実践結果
を紹介し，結果について分析する。そして，
最終節で今後の課題を述べる。

2.重心
　高校の数学で定義する三角形の重心と高校
の物理学で定義する重心は，それぞれ以下の
通りである。
「数学Ａ」[4]
定義　中線　　　　　　　　　　　　　　
　三角形の頂点と対辺の中点を結ぶ線分を
　中線という。　　　　　　　　　　　　

定理　　　　　　　　　　　　　　　　　
　三角形の 3つの中線は 1点で交わり，そ
　の点は各中線を 2：1に内分する。　　

定義　三角形の重心　　　　　　　　　　
　三角形の 3つの中線の交点を，三角形の
　重心という。　　　　　　　　　　　　

「物理 I」[5]
定義　重心　　　　　　　　　　　　　　
　物体に大きさがあるとき，物体の各部分
　にはたらく重力の合力の作用点と考えて
　よい点が１つあり，この点をその物体の
　重心という。重心で物体を支えると物体
　は回転しない。　　　　　　　　　　　

数学が図形（三角形）で定義しているのに対
し，物理学では物体で定義している。そこに，
重心に対する数学と物理学との溝が感じられ
る。そこで，薄い板の三角形（実際は三角柱）
を用意し，各頂点におもりをつけた状態で水
平につり合わせる実験を行い，その実験の考
察を通して数学の三角形の重心と物理学の重

心を結びつけることにした。水平につり合う
点の位置を求めるためには，三角柱の重心の
位置を求めなければならない。三角柱がつり
合う場合は，三角柱の重心の鉛直線上に上面
の三角形の重心がある。よって，上面の三角
形の重心を用いれば水平につり合う点の位置
を導き出すことができる。その導きだした点
で吊す実験を行い，考察することによって，
数学の図形（三角形）の重心と物理学の重心
を結びつけることができると考えた。また，
そのことが数学の図形（三角形）の重心の理
解を促すことになると期待する。

3.つり合いの位置
　物体のつり合う点の位置を求めるためには，
モーメントを用いなければならない。モーメ
ントはベクトルによって表現されるが，高等
学校の物理の教科書では，モーメントを次の
ように定義し，ベクトルを用いていない。

定義　力のモーメント
　物体を回転させるはたらきは，力の大き
さF と，回転軸Oから力の作用線におろし
た垂線の長さ hとの積に比例する。この積
M を，軸Oに関する力のモーメントという
（図１）。
　　　　　M = Fh

（図１）

物体がある点のまわりで回転するとき，左ま
わりと右まわりの 2通りあるが，この定義だ
とその回転方向を表すことはできない。そこ
で，外積 (ベクトル) を用いて，次のように
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モーメントを定義する。

定義　モーメント
　点O，点Ａ，ベクトル−→a が与えられたと
き，Oに関するＡの位置ベクトルを−→r とす
る。このとき，−→r ×−→a を−→a のOのまわり
のＡにおけるモーメントといい，
MO(Ａ，−→a )で表す。

この定義により，回転方向も表すことができ
る。これを用いて，力のつり合いは次のよう
に定義される。

定義　力のつり合い
　 1つの物体（剛体）の点Ａi（1 ≤ i ≤ n）
に，それぞれ力

−→
f i が働くとする。このと

き，次の 2つの条件が成り立つならば，そ
の物体はつりあうという。
(i)

−→
f 1 +

−→
f 2 + . . . +

−→
f n =

−→
0

(ii) 任意の点Oについて
　　　

∑n
i=1 MO(Ａi，

−→
fi ) =

−→
0

　力のつり合いの定義を用いて，薄い板で
作った三角形の各頂点におもりをつけたとき
の加重重心の位置ベクトルとつり合う点の位
置について簡単に説明する。

薄い板で作った△ＡＢＣの各頂点におもり
を吊り下げて水平につり合うてこを考える。
△ＡＢＣの重さをm，各頂点に吊るされた
おもりの重さをそれぞれ α，β，γ，各頂点
の位置ベクトルをそれぞれ，−→a，

−→
b ，−→c ，△

ＡＢＣの重心をＪ (
−→
j )，支点をＰ (−→p )とす

る（図２）。このとき

　　　−→p＝α−→a＋β
−→
b ＋γ−→c ＋m

−→
j

α＋β＋γ＋m

　

（図２）

（証明）
Ｐにかかる力を

−→
f ，重力加速度を−→g とす

る。支点でつり合っているとするとモーメン
トもつり合っているので，定義より

(α−→g ) ×
−−→
ＰＡ+ (β−→g ) ×

−−→
ＰＢ+ (γ−→g ) ×

−−→
ＰＣ

+(m−→g ) ×
−−→
ＰＪ+

−→
f ×

−−→
ＰＰ =

−→
0 ,

(α−→g ) × (−→a −−→p ) + (β−→g ) × (
−→
b −−→p ) +

(γ−→g ) × (−→c −−→p ) + (m−→g ) × (
−→
j −−→p ) =

−→
0 ,

−→p =
α−→a + β

−→
b + γ−→c + m

−→
j

α + β + γ + m
(1)

(証明終了)

　これは加重重心の位置ベクトルを表す。こ
こから，Ｐの位置を求めるためには，

−→
j ＝

−→a＋
−→
b ＋−→c
3

(2)

であるから，次のように変形すればよい。
　 (2)を (1)に代入すると

−→p

＝
α−→a＋β

−→
b ＋γ−→c ＋m×

−→a＋
−→
b ＋−→c
3

α＋β＋γ＋m

＝
(m＋ 3α)−→a＋ (m＋ 3β)

−→
b ＋ (m＋ 3γ)−→c

3(m＋α＋β＋γ)
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　 (3)
ここで，線分ＢＣを (m＋ 3γ)：(m＋ 3β)に
内分する点をＬ，位置ベクトルを

−→
l とすると

−→
l ＝

(m＋ 3β)
−→
b ＋ (m＋ 3γ)−→c

2m＋ 3β＋ 3γ

よって，
−→p＝(m＋ 3α)−→a＋ (2m＋ 3β + 3γ)

−→
l

3(α＋β＋γ＋m)

　＝
(m＋ 3α)−→a＋ (2m＋ 3β＋ 3γ)

−→
l

　 (2m＋ 3β＋ 3γ)＋ (m＋ 3α)
　 (4)

この式から，Ｐが線分ＡＬを
　　 (2m＋ 3β＋ 3γ) : (3α＋m)　 (5)
に内分する点であることがわかる（図３）。

　　　　　　　（図３）

　 4.実験方法
　水平につり合う点Ｐの位置を求めるために
は，第3節で求めた (5)の比の値に，実測した
数値を代入すればよい。厳密にみれば，おも
りを吊るす糸や糸を固定するセロハンテープ
等にも質量があるが，おもりや三角形の重さ
に比べてわずかな量であり，実験には，ほと
んど影響しないのではないかと考えた。これ
を確認するため，糸やセロハンテープの質量
を考慮せずに計算で求めた位置を支点にして，
水平につり合うかどうか実験したのが（写真
１）である。

　　　　　　　　 (写真１)
材料は
・低発泡塩ビ板　・Ｒピン (4パイヨウ)
・真中ひーとん (NO.C)　・糸　　　　
・セロハンテープ　・おもり用の磁石　
である。はかりは 0.1 ｇまで実測可能な
EK400Hを使用した。三角形は低発泡塩ビ板
でつくり（カッターナイフですぐに切れる），
つり合う点の位置に真中ひーとん (NO.C)を
取り付けた（低発泡塩ビ板は簡単に真中ひー
とんを取り付けることができる）。各頂点に
はセロハンテープでＲピン (4パイヨウ)を取
り付け，そこにおもり用の磁石にとりつけた
糸を結んだ。実験の結果は，つり合いの定義
や加重重心の位置ベクトルの式 (1)が正しい
ことを生徒に納得させるのに十分なもので
あった。

5.授業展開
　第 3節で述べたベクトルを用いたつり合い
の位置の求め方を示し，最後に前節で述べた
実験を行うという展開で授業を進める。しか
し，今回の実験ではベクトルを学習していな
い生徒が多数参加すること，実践時間が 2日
間で合計10時間しかないことの理由で第3節
の内容を全て扱うことができない。そこで，次
の 2点を削除または簡略化した。
（１）実験において，つり合いの位置を求め
るためには，三角形の辺の長さと比 (5)を用
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いなければならない。また，式 (3)から (5)の
ように内分の比を求めることは，高校数学に
おいて重要な計算の一つである。しかし，時
間が足りないので，これを扱わないことにし
た。その代わりに，図４のように三角形に方
眼紙を貼り，座標を用いてつり合う点の位置
を求められるようにした。

（図４）

△ＡＢＣを座標平面上で考えれば，−→a，
−→
b ，

−→c の成分と座標が一対一に対応するから，△
ＡＢＣの重心の位置ベクトルの成分を求めた
後，加重重心の位置ベクトルの式 (1)に，そ
れぞれの成分を代入すれば，−→p の成分，つま
りＰの座標を求めることができる。
（２）次に，授業において (1)をどのように導
くかについて説明する。第 3節で示したモー
メントから出発する方法は難しすぎる。そこ
で，いきなり三角形で考えるのではなく，棒
状のものを考え，それを手がかりにして (1)
を導けるようにした。詳しくは第 6節で述べ
るので，ここでは概略を示す。まず，小学校
の理科 [6]で学習した「てこの原理」を導入
とする。この原理をもとに，実験について分
析したり，重心，ベクトルについて学習した
りしながら棒のつり合いについて考察してい
く。そして，棒のつり合い（1次元）を表すベ
クトルの式をもとに三角形のつり合い（2次
元）を表す式 (1)を予想させることにした。そ
して，この予想が正しいことは，実験結果を
もって，生徒に確認させることにした。
　次に，実験させるにあたって工夫した点を
述べる。それは，実験するために配布する三

角形の大きさ，おもりの重さを統一しなかっ
たことである。統一しなかった理由は，次の2
つである。1つ目は，実験の考察結果で加重重
心の位置ベクトルの式 (1)を正しいと結論づ
けるためには色々な条件（重さ，大きさを変
えても言えるのか）で試す必要がある。しか
し，1人で条件を変えて実験することは時間
的に不可能であり，参加者全員の結果を利用
する必要があったからである。2つ目は，以前
の高校生と比べて物をつくった経験が乏しい
のでは，と感じる場面にしばしば遭遇するよ
うになったためである。実際，その直観を確
認するため，平成 19年 6月に高校 1年生 117
人を対象に，ものづくりに対するアンケート
を行った（文末　資料１）。本来，ものをつく
るということは楽しく，その過程において生
じた困難を試行錯誤や数学を使って論理的に
解決する経験ができる重要な場面である。そ
のような経験の乏しさが，昨今指摘されてい
る数学を進んで活用しようとしない態度につ
ながっていると考えられる。そこで，全員の
条件を変えることにより，ものづくりの疑似
体験が出来ないかと考えたからである。
　以上で述べた事由により，ベクトルを用い
て，三角形の重心を実験しながら数学と物理
学の両面から考察する２日間の学習内容を次
の６項目に分けて実践することにした。
１日目
　 1⃝てこの原理（棒上のてこ）
　 2⃝正三角形の 1つの頂点とその対辺に
　　おもりをつけたとき水平につり合う
　　点の位置
　 3⃝数直線，座標平面
２日目
　 4⃝ベクトル
　 5⃝三角形の各頂点におもりをつけたと
　　き水平につり合う点の位置
　 6⃝実験で 5⃝を確認
次節で，学習内容についてさらに詳しく述
べる。
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6.学習内容
6.1.てこの原理（棒上のてこ）
　小学校 5年の理科（文末　資料２）で学習
した「てこの原理」を確認した後，岩崎・愛
木 [7]で実践した次の問題を導入とする。
問題１
長さ17.6cmの鉛筆の両側に1個3gのおもり
を左に1個，右に2個つける。どこで，つり
合うかつり合いの位置を求めよう。また，実
際にそこでつり合うか確かめよう（図５）。

　　　　　　　　　（図５）
　問題には，鉛筆の重さ (4g)が書いていない
ので，17.6 × 2

3 より，左端から約 11.7cmの
ところがつり合う位置だと考えることが予想
される。しかし，その考えをもとに実験を行
うと（写真２）の結果になる。

（写真２）

　そこで初めて鉛筆の重さに注目する。物理
学で定義する重心を用いて鉛筆の重さを考慮
すると，（図６）のように考えることができる。
（図６）は，重さを考えなくても良い棒ＡＢに，

おもりとつり合う点で 2つに分けた鉛筆をそ
れぞれ吊したてこを考えている。

（図６）

　ここで，鉛筆の長さを l，重さをm，左のお
もりの重さをα，右のおもりの重さを βとし，
（図６）のように，Ａ，Ｂ，Ｐをとる。鉛筆の
重心は，物理学の定義より中点なので，ＡＰ
= xとすると，てこの原理より

α × x + m × x
l
× x

2

= β × (l − x) + m × l − x
l

× l − x
2 ,

x =
l(2β + m)

2(α + β + m)

この式に先ほどの問題の値を代入すると，

x =
17.6(2 × 6 + 4)
2(3 + 6 + 4)

で約 10.8cmとなる。

この値で吊ると水平につり合う（写真３）。

　　　　　　　　（写真３）
6.2.正三角形の 1つの頂点とその対辺にお

もりをつけたとき水平につり合う点の位置
　最終的に実験するのは，三角形の各頂点に
おもりをつけたてこである。その前に次の問
題を考える。
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問題２
薄い板で作った，おもさ 20g，1 辺が
12
√

3cmの正三角形ＡＢＣがある。頂点Ａ
とＢＣの中点を結び，交点をＨとする。Ａ
に 30g，Ｈに 10gのおもりをつけたとき，
つり合う点をＰとする。このときＡＰの長
さを求めよ。
　この問題を扱うことにしたのは，第 6.1節
の考え方と違う方法でつり合う点を考えさせ
たいからである。第 6.1節の考え方を用いる
と，上の問題を解くために，（図７）のように
考えることになる。

　　　　　　　　　（図７）
　この考え方で，ＡＨの長さを l，正三角形
の重さをm，Ａ，Ｂに吊したおもりの重さを
それぞれα，β(α > β)とすると，ＡＰの長さ
は次のように求めることができる。
ＡＰの求め方
ＡＰの長さを xとする。点Ｐを通ってＢＣに
平行な線分ＤＥを（図８）のようにとる。

　　　　　　　　（図８）

　最初に，△ＡＤＥの重心をＧ 1とし，ＰＧ

1 の長さと△ＡＤＥの重さを考える。Ｇ 1 は

三角形の重心より，ＰＧ 1＝
1

3
xである。△Ａ

ＤＥ∽△ＡＢＣで，相似比 x：lなので，面積

比 x2: l2となり，△ＡＤＥの重さは，
x2

l2
mと

なる。
　次に，等脚台形ＤＥＣＢの重心をＧ 2とし，
ＰＧ 2の長さと等脚台形ＤＥＣＢの重さを考
える。（図９）のように補助線を引き，点Ｆ
をとる。

　　　　　　　　（図９）
∠ＡＤＰ＝∠ＤＢＨ＝ 60°より，ＰＤ＝

x√
3
，

ＢＦ＝
l − x√

3
を得る。長方形ＰＤＦＨの面

積は，(l − x) · x√
3
，△ＤＢＦの面積は，

1

2
· l − x√

3
· (l − x)である。よって，面積比は，

(l − x)
x√
3

:
1

2
· l − x√

3
(l − x) = 2x : (l－ x)

　長方形ＰＤＦＨの重心をＧ 3，△ＤＢＦの
重心をＧ 4とし，(図１０)のような直線ＤＥ
を x軸，直線ＰＨを y軸，原点をＰとする座
標平面を考える。
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(図１０)

Ｇ3，Ｇ4の座標を，それぞれ (a1，a2)，(b1

，b2)とし，−→g3 = (a1，a2)，−→g4 = (b1，b2)とお
く。長方形ＰＤＦＨの重さをm3，△ＤＢＦの
重さををm4とすると，四角形ＢＨＰＤの重
心（加重重心）の位置ベクトルは (1)より

m3
−→g3＋m4

−→g4

m3＋m4

=
m3(a1，a2)＋m4(b1，b2)

m3＋m4

= (
m3a1＋m4b1

m3＋m4

，
m3a2＋m4b2

m3＋m4

)　　　 (6)

よって，台形ＰＤＢＨの重心の座標をＧ 5と

すると，a2 =
l − x

2
，b2 =

2(l − x)

3
で，長方

形ＰＤＦＨと△ＤＢＦの面積比が 2x : (l－x)

であるから，面積をそれぞれ，2xk，(l－ x)k

（kは実数)とおくことができる。よって，(6)
よりＧ 5の y座標は，

　
2xk · l − x

2
＋ (l − x)k · 2(l − x)

3
2xk＋ (l − x)k

＝
(l − x)(x + 2l)

3(x＋ l)

　台形ＰＥＣＨの重心をＧ 6 とすると，Ｇ 2

は，Ｇ 5，Ｇ 6の中点である。よって，

　　　　ＰＧ 2＝
(l − x)(x + 2l)

3(x＋ l)

等脚台形ＤＥＣＢの重さは，

　　　　m − x2

l2
m =

l2 − x2

l2
m

であり，Ｐでつり合うためには，

αx +
1

3
· x · x2

l2
· m

　= β(l − x) +
(l − x)(x + 2l)

3(x + l)
· l2 − x2

l2
m

でなければならない。これらを用いて xを求
める。
3αxl2 + x3m

　　= 3l2β(l−x)+ (l2 − 2xl +x2)(x+2l)m，
3αxl2 + x3m = 3l3β − 3l2βx

　　+(xl2 + 2l3 − 2x2l− 4xl2 + x3 + 2lx2)m，
3αxl2= 3l3β-3l2βx + xl2m+ 2l3m−4xl2m，
(3l2m + 3αl2 + 3l2β) = 3l3β + 2l3m，

　　　　 x =
l(3β + 2m)

3(m + α + β)

　ここで示したような四角形の重心の求め方
は，高校生でも十分理解可能であるが，時間
の都合で今回の授業では扱わない。そこで，
棒状のてこのつり合いの位置を，次のような
考え方で解く方法を紹介することにした（図
１１）。

（図１１）

α < βのとき

α× x＋m× (x − l

2
) = β× (l − x)， (7)

x =
l(2β + m)

2(α＋β＋m)
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これを用いると，問題２は（図１２）のよ
うに考えて解くことができる。

（図１２）

よって，問題２の解答は次のようになる。
（解答）
　ＡＨ = 18で，三角形の重心はＡＨを 2 : 1

に内分する点である。よって，ＡＰ= xとお
くと，てこの原理より
　　 30x = 20(12 − x)＋ 10(18 − x)，
　　　 x＝ 7，
　よって，ＡＰは 7cmである。

6.3.数直線，座標平面
　この授業において，数直線，座標平面を学
習する目的は，次の 2つである。
　 1つ目は，内分点の座標が求められなけれ
ば，つり合う点の位置が求められないからで
ある。しかし，数学 II「図形と方程式」を学
習していない生徒が多いことが予想されるた
め，数直線上と，座標平面上で内分点の求め
方を学習することにした。

（図１３）

2つ目は，式 (7)をα，βによって場合わけせ
ずにまとめるためである。座標を導入しなけ
れば，(7)はα < βのときだけを考えているの
で，条件を α > βに変えると，(図１３)より

α× x = m× (
l

2
− x)＋β× (l − x) (8)

と違った式を考えることになる。そこで（図
１４）のように棒状のてこを数直線上におく。

　
　　　　　　　　　（図１４）
つまり，Ａ，Ｂ，Ｇ，Ｐの座標は，それぞれ
0，l， l

2，xとなる。0，l， l
2，xは座標なの

で，正や負の値をとることができるので，(7)
と (8)を
　 α × x + β × (x − l) + m × (x − l

2) = 0,
つまり，

α×(0−x)+β×(l−x)+m×(
l

2
−x) = 0 (9)

のように 1つの式にまとめることができる。
この式 (9)を用いることで第6.5節で示すよう
な拡張が考えやすくなる。

6.4.ベクトル
考え方を直線 (1次元)から平面 (2次元)に

拡張するためにベクトルを導入する。物理学
ではベクトルを矢線ととらえ力学に結びつけ
ている。一方，数学では矢線として考える場
合と，多次元の量として考える場合がある。3
次元から n次元に拡張するためには，多次元
の量として考えた方がよい。現在の高等学校
の「数学Ｂ」で学習する単元「ベクトル」で
は，矢線として考え平面や空間の基本的図形
と結びつけて学習を展開する。多次元の量と
しては「数学Ｃ」で学習する単元「行列」の
中で，数の組としてのベクトルが紹介してあ
る程度である。今回の授業実践では，つり合
う点の位置を求めるためにベクトルを学習す
る。しかし，十分な時間が確保できないため，
「数学Ｂ」のように矢線として導入し，それを
演算法則にのせることができない。そこで今
回は，ベクトルを 2つの数の組とみなし，以
下のように導入した。
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定義　ベクトル
　点Ａの座標が (a1，a2)のとき，−→a＝ (a1，a2)

とおいた−→a をベクトルという。特に，Ａ (−→a )

と表わしたとき，−→a を点Ａの位置ベクトルと
いう。
定義　ベクトルの和・差・実数倍

−→a＝ (a1，a2)，
−→
b ＝ (b1，b2)，実数 kのとき，

−→a＋
−→
b ＝ (a1，a2) ＋ (b1，b2) ＝ (a1＋ b1，a2

＋ b2)　　　　　　　　をベクトルの和，
−→a −

−→
b ＝ (a1，a2)− (b1，b2)＝ (a1−b1，a2−b2)

　　　　　　　　をベクトルの差，
k−→a＝ k(a1，a2)＝ (ka1，ka2)

　　　　　　　　をベクトルの実数倍という。
定理　ベクトルの加法・実数倍　

1⃝交換法則　−→a＋
−→
b ＝

−→
b ＋−→a

2⃝結合法則　 (−→a＋
−→
b )＋−→c ＝−→a＋ (

−→
b ＋−→c )

　　　　　　 k(l−→a )＝ (kl)−→a 　 k，lは実数
3⃝分配法則　 (k＋ l)−→a＝ k−→a＋ l−→a
　　　　　　　　　　　　　 k，lは実数
　　　　　　 k(−→a＋

−→
b )＝ k−→a＋ k

−→
b

　　　　　　　　　　　　　 k，lは実数
　次にベクトルを用いて，棒状のてこのつり
合いを考え，式 (9)を数直線から平面上へ拡
張する。てこを座標平面上に図１５のように
おくと，式 (9)から次式が成り立つことが予
想できる。
α(−→a −−→p )＋β(

−→
b −−→p )　　　　

　　　　　＋m(−→g −−→p )＝
−→
0　　 (10)

（図１５）

(10)が成り立つことは，具体的な問題３で生
徒に納得させることにする。
問題３　　　　　　　　　　　　　　　　
おもさ 20gの棒ＡＢがある。Ａに 50g，Ｂ
に 10gのおもりをつけたとき，つり合う点
をＰとし，Ａ，Ｂ，棒の重心Ｇ，Ｐを座標
平標面上にとる。　　　　　　　　　　　
1⃝Ａ (1，1)，Ｂ (17，13)としたとき，ＡＢ
　の長さを求めよ。　　　　　　　　　　
2⃝Ａ (1，1)，Ｂ (17，13)としたとき，Ｐの
　座標を (10)の式で求め，実際につりあう
　点の座標か確かめよ。　　　　　　　　

1⃝の解答
　ＡＢ＝

√
(17 − 1)2＋ (13 − 1)2＝ 20

2⃝の解答
　 (10)の式を変形すると,

−→p =
α−→a + β

−→
b + m−→g

α + β＋+
(11)

従って，−→a = (1，1)，
−→
b = (17，13)，−→g = (9

，7)，α = 50，β = 10，m = 20を (11)に代入
すると，

−→p =
50(1, 1)＋ 10(17, 13)＋ 20(9, 7)

50 + 10 + 20
= (5, 4)

よって，Ｐ (5, 4)

　次に，Ｐ (5, 4)が実際につり合う点である
ことを確かめる。 1⃝よりＡＢ＝ 20であるか
ら，ＡＰ＝ xとすると，てこの原理より
　　　 50x＝ 20(10－ x)＋ 10(20－ x)

　　　　 x＝ 5

よって，ＡＰ= 5である。
また，Ａ (1，1)とＰ (5，4)の距離も

　　　ＡＰ＝
√

(5 − 1)2＋ (4 − 1)2＝ 5

となるから，Ｐは実際につりあう点の座標で
ある。

　今回は，この問題３を解くことによって，予
想した (10)が正しいと結論付けることにした。
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6.5.三角形の各頂点におもりをつけたとき
水平につり合う点の位置
　 (10)をもとに，△ＡＢＣの各頂点におもり
をつけたときの水平につり合う点Ｐの位置ベ
クトルを，次の問題４で予想させる。
問題４
Ａ，Ｂ，Ｃ，三角形の重心Ｇ，Ｐを座標平
面上にとり，それぞれの位置ベクトルを−→a，−→
b ，−→c ，−→g，−→p とする（図１６）。また，△
ＡＢＣの各頂点につけたおもりの重さを，そ
れぞれα，β，γ，三角形の重さをmとする。
このとき，つり合う点Ｐの位置ベクトル−→p
を求めよ。

　
　　　　　　　　　（図１６）
(10)が綺麗な型であるから，
α(−→a −−→p )＋β(

−→
b −−→p )＋γ(−→c −−→p )

　　　　　＋m(−→g −−→p )＝
−→
0 (12)

という予想は立てやすいと考えた。この拡張
は，あくまで予想であるが，この授業では，
(1次元)から (2次元)へ拡張することの大切
さを実感することと数学と物理学の重心を結
びつけてもらうことに重きを置いているので，
実験の結果で (12)が正しいことを確認するこ
とにし，それ以上の証明はしないことにした。

7.授業実践について
（１）授業のねらい
　「重心」，「ベクトル」，「実験」，「ものづく
り」をキーワードにした授業におけるねらい

は次の 5つである。
（Ａ）数学で定義する三角形の重心とつり合
　　　いの中にでてくる重心とを結びつける
　　　ことができる。
（Ｂ）1次元で考えていたことを 2次元に拡
　　　張して考えることができる素晴らしさ
　　　が理解できる。
（Ｃ）つりあう点の位置を 2次元で考えるこ
　　　とによりベクトルの有用性を実感する
　　　ことができる。
（Ｄ）つり合う点を探すことを通して，計算
　　　で値を求めることの利便性が理解でき
　　　る。
（Ｅ）ものづくりの楽しさを知る。
（２）実践方法
場　所　：岐阜大学教育学部
日　程　：平成 19年 8月 4日，5日の 2日間
対象生徒：中学校 3年生～高校 2年生
　　　　　 1日目 (47人)，2日目 (42人)
教材名「つり合う点を探そう」
授業の流れ
　第 6節で述べた通りである。
（３）授業の様子
　ある生徒の感想に「１日目のはじめの方は，
つまらなさそうでまじめに２日目サボろうか
と思ったけど，けっこうおもしろくなってき
て，続けることができた。楽しかったです。」
と書いてあった。全体の様子も感想の通りで
あった。1日目の午前中に、鉛筆の両端にお
もりをつけたとき水平につりあう点の位置を
計算で求め，その位置を実験で考察したり，
正三角形の 1つの頂点とその対辺の中点にそ
れぞれおもりをつけたとき水平につりあう点
を計算で求めさせたときは，内容が理科的で
あったこともあり，何をすればいいか分から
なかったり，計算が煩雑でできなかったりし
て，とても辛そうで重い雰囲気であった。しか
し，三角形の各頂点におもりをつけたときの
水平につり合う点を探す目標に向かって，午
後から，座標平面を導入したり，数直線上で
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棒状のてこの水平につり合う点を求める式を
一般化し，さらに 2日目にベクトルを導入し
て式を見やすくしていくに従って，生徒が興
味を持ち始め，授業に積極的に参加し楽しむ
ようになってきた。三角形のてこをつくり実
験考察する段階にいたっては，多くの生徒に
笑顔が見られとても充実している様子であっ
た（写真４）。

（写真４）

8.アンケート結果と考察
8.1.アンケート結果
授業後に選択式の問いと記述式の感想の混
じったアンケートを行った。記述式の回答は
全て挙げることができないので第 8.2節の考
察で主なものだけを紹介する。ここでは，ま
ず選択式の問いの結果を示す。回収数は，41
である。尚，百分率の数値は小数第 2位を四
捨五入してある。
ものづくりについて
今回の高校セミナーでは「三角形の各頂点
におもりをつけたてこ」をつくりました。
（Ｑ１）つくることは楽しかったですか？

　　

楽しかった　　　　　　　　　　 58.5％
どちらかといえば楽しかった　　 36.6％
ふつう　　　　　　　　　　　　 4.9％
どちらかといえば楽しくなかった 0.0％
楽しくなかった　　　　　　　　 0.0％

（Ｑ２）てこをつくることを通して，数学
のよさや便利さを感じましたか？

　　

感じた　　　　　　　　　　　　 58.5％
どちらかといえば感じた　　　　 34.1％
どちらかといえば感じなかった　 2.4％
感じなかった　　　　　　　　　 2.4％
どちらとも言えない　　　　　　 2.4％

（Ｑ３）ものをつくることは教科書で学ぶ
以上に多くの知識を得ると思いますか？

　　

思う　　　　　　　　　　　　　 58.5％
どちらかといえば思う　　　　　 36.6％
どちらかといえば思わない　　　 2.4％
思わない　　　　　　　　　　　 0.0％
どちらとも言えない　　　　　　 2.4％

重心について

（Ｑ４）高校数学セミナーを受講する以前
に三角形の重心 (数学)を知っていましたか？

　　
知っていた　　　　　　　　　　 46.3％
名前だけ聞いたことがあった　　 26.8％
まったく知らなかった　　　　　 26.8％

（Ｑ５）高校数学セミナーを受講する以前
につりあいの中にでてくる重心 (理科)を知っ
ていましたか？

　　
知っていた　　　　　　　　　　 31.7％
名前だけ聞いたことがあった　　 22.0％
まったく知らなかった　　　　　 46.3％

（Ｑ６）授業を受けて，数学で約束してい
る三角形の重心とつりあいの中にでてくる重
心 (理科)が結びつきましたか？

　　

結びついた　　　　　　　　　　 36.6％
なんとなく結びついた気がする　 53.7％
結びついた気がしない　　　　　 2.4％
結びつかない　　　　　　　　　 0.0％
わからない　　　　　　　　　　 7.3％

（Ｑ７）授業を終えて重心に興味がもてま
したか？

　　

もてた　　　　　　　　　　　　 46.3％
どちらかというともてた　　　　 41.5％
どちらかというともてなかった　 4.9％
もてなかった　　　　　　　　　 0.0％
どちらともいえない　　　　　　 7.3％

教材について

（Ｑ８）棒のてこでは直線上（１次元）で
考えましたが，三角形のてこでは平面上（２
次元）で考えました。このように，いままで
考えている世界とは違う世界でものごとを考
えることは
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とても興味・関心がわく　　　　　　　 36.6％
どちらかといえば興味・関心がわく　　 61.0％
どちらかといえば興味・関心がわかない 0.0％
興味・関心がわかない　　　　　　　　 2.4％

（Ｑ９）三角形のてこ（２次元）で水平に
つり合う点を探すのに計算の必要性を感じま
したか？

　　

強く感じた　　　　　　　　　　 68.3％
どちらかといえば感じた　　　　 22.0％
どちらかといえば感じなかった　 7.3％
感じなかった　　　　　　　　　 0.0％
どちらともいえない　　　　　　 2.4％

（Ｑ１０）今回は，棒の重さや三角形の重
さを考えるなど実際の条件で水平につり合う
点を求め，実際に実験で確かめました。この
ように実際の条件で値を求めることは
興味がもてた　　　　　　　　　　　 48.8％
どちらかというと興味がもてた　　　 43.9％
ふつう　　　　　　　　　　　　　　 7.3％
どちらかというと興味がもてなかった 0.0％
興味がもてなかった　　　　　　　　 0.0％

ベクトルについて

（Ｑ１１）数学Ｂのベクトルをすでに学習
していますか？

　　
学習済みである　　　　　　　　 19.5％
現在学習している　　　　　　　 9.8％
まだ学習していない　　　　　　 70.7％

（Ｑ１２）直線上から平面上に拡張すると
きベクトルが登場しましたが，ベクトルに興
味・関心が沸きましたか？

　　

沸いた　　　　　　　　　　　　 29.3％
どちらかというと沸いた　　　　 56.1％
どちらかというと沸かなかった　 2.4％
沸かなかった　　　　　　　　　 2.4％
どちらともいえない　　　　　　 9.8％

（Ｑ１３）授業でベクトルの有用性を感じ
ることが出来ましたか？

　　

できた　　　　　　　　　　　　 19.5％
できた気がする　　　　　　　　 19.5％
できなかったような気がする　　 17.1％
できなかった　　　　　　　　　 12.2％
どちらともいえない　　　　　　 31.7％

授業について

（Ｑ１４）授業の内容は理解できましたか？

　　

できた　　　　　　　　　　　　 36.6％
だいたいできた　　　　　　　　 56.1％
あまりできなかった　　　　　　 7.3％
まったくできなかった　　　　　 0.0％

（Ｑ１５）考える時間は十分でしたか？

　　

多い　　　　　　　　　　　　　 4.9％
少し多い　　　　　　　　　　　 12.2％
ちょうど良い　　　　　　　　　 78.0％
少し少ない　　　　　　　　　　 4.9％
少ない　　　　　　　　　　　　 0.0％

今回は，つり合う点を求めるために必要な
ことを学習しました。このように 1つの目的
に向かって学習を進めていく授業は
（Ｑ１６）
学習する内容に強く興味・関心がもてる　 48.8％
どちらかというと学習する内容に興味・関 43.9％
心がもてる　　　　　　　　　　　　　　
とくに作品を制作するから学習する内容に 4.9％
興味・関心をもつということはない　　　
どちらかというと学習する内容に興味・関 2.4％
心がもてない　　　　　　　　　　　　　
学習する内容に興味・関心がもてない　　 0.0％

（Ｑ１７）

　　

とても楽しい　　　　　　　　　 41.5％
どちらかというと楽しい　　　　 46.3％
ふつう　　　　　　　　　　　　 12.2％
どちらかというと楽しくない　　 0.0％
楽しくない　　　　　　　　　　 0.0％

8.2.考察
　授業展開については，「三角形のつり合う点
を見つけ，実際に三角形のてこをつくって実
験で考察し，正しいかどうか確かめることを
目標としていたので，それまでの学習がすご
く楽しかったし，理解しようと，いつもより
やる気になれたのがよかった。」というよう
な感想が多くみられたことから成功したと考
えられる。では，生徒の興味・関心を喚起す
ることはできたが，それが授業のねらいにど
う結びついたかアンケート結果をもとに考察
する。
（１）授業のねらい（Ａ）について

　「授業を受けて，数学で約束している三角
形の重心とつり合いの中にでてくる重心 (理
科) が結びつきましたか？」という質問に対
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して，約 37％の生徒が結びついたと回答し，
結びついた気がするを合わせると約 90％に
なる (Ｑ６)。また，授業を終えて，重心につ
いて興味関心を持った生徒が，どちらかとい
うともてたを合わせると約 88％になる（Ｑ
７）。このことは，重心を実験を通して，数
学と物理学の両面から考察できた結果だと考
えられる。よって，このねらいは達成できた
と考える。
（２）授業のねらい（Ｂ）について
　「直線上（1次元）で考えたことを，平面上
（2次元）で考えました。このように，いまま
で考えている世界とは違う世界でものごとを
考えることは興味・関心がわきますか？」と
いう質問に対して，全体で約98％の生徒がわ
く，どちらかというとわくと回答した (Ｑ８)。
この結果は，拡張して考えることができる素
晴らしさが多くの生徒に理解できたからだと
考えられる。よって，このねらいは達成でき
たと考えられる。
（３）授業のねらい（Ｃ）について
　「ベクトルを使った式にすると簡単になり，
わかりやすい。」などベクトルの有用性を実感
できたという感想も何人か見られた。しかし，
全体としては，「授業でベクトルの有用性を感
じることが出来ましたか？」という質問に対
して，できた，できた気がするを合わせて約
39％，できなかった，できなかった気がする
を合わせて約29％，どちらともいえないが約
32％と期待した結果が得られなかった (Ｑ１
３)。これは，ベクトルを学校でまだ学習して
いない生徒 (約 71％)が多かったことが原因
の 1つに考えられる。ベクトルを学習済みの
生徒 (約 20％)に限っては，できた，できた
気がするを合わせて約 63％であった。また，
(12)の式が綺麗で，予想がスムーズにいきす
ぎたことも原因の 1つかもしれない。
（４）授業のねらい（Ｄ）について
　「三角形のてこ（2次元）で水平につり合う
点を探すのに計算の必要性を感じましたか？」

という質問に対して，全体で約 68％の生徒
が強く感じたと回答し，どちらかといえば感
じたと回答した生徒を合わせると約90％にな
る (Ｑ９)。また，「つり合う点を計算でぴった
り求められたので嬉しかったです。」「数学で
計算した結果はなかなか正確だとわかった。」
「数学の便利さを感じることができました。」
という感想からも達成できたと考える。

（５）授業のねらい（Ｅ）について
　「作ることは楽しかったですか？」という
質問に対して，約59％の生徒が楽しかったと
回答し，どちらかといえば楽しかったを合わ
せると約 95％になる (Ｑ１)。また，実験用の
てこをつくるときの生き生きとした活動的な
様子から達成できたと考える。

9.今後の課題
　今回の授業は，物理学の重心と数学の重心
を実験しながら考えることによって，予想以
上に数学の有用性を生徒に実感させることが
できた。このことは，日々の授業の大切さや，
数学の素晴らしさを再確認する効果がある。
そこで，物理学と関連した教材の開発を今後
も行っていきたい。しかし，今回のような授
業を行う時間的余裕があまり無いのが現実で
ある。そこで，限られた時間の中で，授業を
行う機会（今回のように理科の要素を含んだ
教材であれば，総合学習の時間も候補に挙げ
られる）をどのように設けるか，またどのよ
うに設けると効果的かの研究もあわせて行っ
ていきたい。
　また，ベクトルの有用性を伝える教材のつ
もりであったが，予想より効果があがらなかっ
た。全員がベクトルを学習済みであるクラス
で行ったらどうなるのかを比較研究すること
も今後の課題である。
　さらに，今回は時間の関係で三角形の各頂
点におもりをつけたてこをつくり，実験を考
察して正しいか確認して終了としたが，実験
考察が早く終わった生徒の中には，おもりを
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一箇所や二箇所だけにつけた三角形の重心の
位置を発展的に考え，実際にてこをつくり，考
察している生徒もいた (写真５)。そこで，今
回の授業をさらに発展させ，各自でおもりを
つける場所を変えたてこや，多角形のてこな
どオリジナルなてこ（文末　資料３）のつり
合う位置を考えさせ，実験で考察する時間を
設け，意見を交流できるような時間を設けた
長期的教材の開発にも挑戦していきたい。

(写真５)
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資料１
ものづくりに関するアンケート結果
　　　　　（小数第 2位を四捨五入）
対象：岐阜県立長良高等学校の 1年生 117人
日時：平成 19年 6月

「いままでにプラモデルをつくったことがありますか？

（お菓子のおまけは除く）」

　　　　　　　　　　　　　
ある　　 42.7％
ない　　 57.3％

　　　　　　　　　　　　　　表１

「いままでに文化祭でものをつくったことがあります

か？」

　　　　　　　　　　　　　
ある　　 12.0％
ない　　 88.0％

　　　　　　　　　　　　　　表２

「いままでにものをつくった経験は」

　　　　　

豊富だと思う　　　　　 6.8％
豊富なほうだと思う　　 14.5％
ふつうだと思う　　　　 53.8％
乏しいほうだと思う　　 17.1％
乏しいと思う　　　　　 7.7％

　　　　　　　　　　　表３
「ものをつくることに興味・関心がありますか？」

　　　　　

ある　　　　　　　　　　 19.7％
どちらかといえばある　　 26.5％
ふつう　　　　　　　　　 36.8％
どちらかといえばない　　 13.7％
ない　　　　　　　　　　 3.4％

　　　　　　　　　　　　表４
「ものをつくることを楽しいと思いますか？」

　　　　　

思う　　　　　　　　　　 27.4％
どちらかといえば思う　　 31.6％
ふつう　　　　　　　　　 31.6％
どちらかというと思わない 4.3％
思わない　　　　　　　　 5.1％

　　　　　　　　　　　　表５

資料２
てこの原理
　てこの原理に関しては，小学校 5年 [6]で次のように学習している。
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資料３
凸四角形のてこ

　おもさmgの四角形ＡＢＣＤがある。Ａに
αg，Ｂに βg，Ｃに γg，Ｄに δgのおもりをつ
けたとき，つり合う点をＧとする。Ｇの位置
を求めよ。

（解答）
　Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄの位置ベクトルを−→a，

−→
b ，−→c ，

−→
d とする。

Ａ，Ｃを結ぶ補助線を引き，△ＡＢＣと△ＡＣＤの重心をＧ1，Ｇ2，位置ベクトルを−→g1，
−→g2 とすると

−→g1 =
−→a＋

−→
b ＋−→c
3

,−→g2＝
−→a＋−→c ＋

−→
d

3

△ＡＢＣと△ＡＣＤのおもさを lg，ngとすると

−→g =
α−→a + β

−→
b + γ−→c + δ

−→
d + l−→g1 + n−→g2

α + β + γ + δ + l + n

ここで，今回の教材のように座標を用いてＧの座標を求めるか，以下のように変形して比
で求めることもできる。

−→g =
α−→a + β

−→
b + γ−→c + δ

−→
d + l ×

−→a +
−→
b + −→c
3

+ n ×
−→a + −→c +

−→
d

3
α + β + γ + δ + l + n

=
(3α＋ l＋ n)−→a＋ (3β＋ l)

−→
b ＋ (3γ＋ l＋ n)−→c ＋ (3δ＋ n)

−→
d

3(α＋β＋γ＋δ＋ l＋ n)

=
(3α + 3β + 2l + n)

(3α + l + n)−→a + (3β + l)
−→
b

(3α + l + n) + (3β + l)

3(α + β + γ + δ + l + n)

+

(3γ + 3δ + l + 2n)
(3γ + l + n)−→c + (3δ + n)

−→
d

(3γ + l + n) + (3δ + n)

3(α + β + γ + δ + l + n)

線分ＡＢを (3β＋ l)：(3α＋ l＋ n)に内分する点をＰ，位置ベクトルを−→p ,
線分ＣＤを (3δ＋ n)：(3γ＋ l＋ n)に内分する点をＱ，位置ベクトルを−→q とすると

−→p＝(3α＋ l＋ n)−→a＋ (3β＋ l)
−→
b

(3α＋ l＋ n)＋ (3β＋ l)
,−→q ＝(3γ＋ l＋ n)−→c ＋ (3δ＋ n)

−→
d

(3γ＋ l＋ n)＋ (3δ＋ n)
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よって，

−→g =
(3α + 3β + 2l + n)−→p + (3γ + 3δ + l + 2n)−→q

3(α + β + γ + δ + l + n)

=
(3α + 3β + 2l + n)−→p + (3γ + 3δ + l + 2n)−→q

(3γ + 3δ + l + 2n) + (3α + 3β + 2l + n)

よって，Ｇは線分ＰＱを (3γ＋ 3δ＋ l＋ 2n)：(3α＋ 3β＋ 2l＋ n)に内分する点である。

ただし,　 l＝
ＡＢ

ＡＢ＋ＣＤ
m，　 n＝

ＣＤ
ＡＢ＋ＣＤ

m


